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INTRODUCERE

Obiectivul acestei lucr¼ari didactice este de a prezenta elemente de analiz¼a
complex¼a prev¼azute de programa cursurilor de matematic¼a ale Facult¼aţii de
Inginerie Aerospaţial¼a şi predate studenţilor din anul al II-lea.

Rezultatele matematice care se prezint¼a sunt necesare pentru subiectele
"Serii Fourier" şi "Transform¼ari integrale şi aplicaţii" din programa respectiv¼a.
Scopul urm¼arit este de a oferi studenţilor un ghid de studiu cât mai accesibil.

Sunt prezentate într-o form¼a succint¼a noţiuni şi rezultate introductive de
baz¼a ale teoriei funcţiilor complexe de o variabil¼a complex¼a: numere complexe
şi planul complex, funçtii olomorfe, integrarea funçtiilor complexe. Asimilarea
rezultatelor prezentate este indispensabil¼a pentru a înţelege alte teme de analiz¼a
complex¼a din programa analitic¼a, importante pentru aplicaţii: dezvolt¼ari în serie
Laurent pentru studiul singularit¼aţilor izolate ale funçtiilor complexe şi teorema
reziduurilor cu aplicaţii la calculul unor integrale reale.
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2.4 Funçtia argument......................................................................................50

2.5 Logaritmul natural complex......................................................................50

2.6 Puteri complexe generale..........................................................................51

2.7 Funçtii trigonometrice...............................................................................51
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1 SISTEMUL NUMERELOR COMPLEXE
ŞI PLANUL COMPLEX

Numerele complexe au ap¼arut în leg¼atur¼a cu rezolvarea ecuaţiilor p¼atratice şi
cubice cu necunoscuta în muļtimea numerelor reale R. Dac¼a a 2 R atunci exist¼a
x 2 R care este soluţie a ecuaţiei p¼atratice x2 = a dac¼a şi numai dac¼a a � 0.
Pentru orice num¼ar real nenegativ a � 0 exist¼a un num¼ar real nenegativ unic
x � 0 cu proprietatea x2 = a, care se noteaz¼a x =

p
a şi se numeşte r¼ad¼acina

p¼atrat¼a a lui a. Rezult¼a c¼a dac¼a a 2 R şi a � 0 atunci muļtimea soluţiilor
ecuaţiei x2 = a cu x 2 R este f

p
a;�

p
ag. Faptul c¼a ecuaţia p¼atratic¼a x2 = a

cu a 2 R şi a < 0 nu are soluţii x 2 R a condus la introducerea numerelor
complexe. Studiul ecuaţiei cubice x3 = b cu necunoscuta x 2 R şi b 2 R �xat a
condus de asemenea la introducerea numerelor complexe.
Muļtimea numerelor complexe se noteaz¼a cu simbolul special C şi include

muļtimea numerelor reale R în sensul urm¼ator: numerele complexe se pot aduna
şi se pot înmuļti astfel încât operaţiile de adunare + : C�C! C şi de înmuļtire
� : C � C ! C de�nesc pe muļtimea C o structur¼a de corp comutativ (C;+; �)
care are un subcorp (R;+; �) izomorf cu corpul numerelor reale (R;+; �). Prin
urmare, numerele complexe apaŗtinând lui R se pot considera numere reale.
Submuļtimea R a lui C se numeşte dreapta real¼a. Exist¼a trei numere complexe
speciale notate 0, 1 şi i pe care le vom numi respectiv num¼arul complex zero,
num¼arul complex unu şi unitatea imaginar¼a astfel încât 0 2 R este elementul
neutru al operaţiei de adunare, 1 2 Rr f0g este elementul neutru al operaţiei
de înmuļtire şi i 2 C rR satisface identitatea i2 = �1. Muļtimea de numere
complexe I = fi � y : y 2 Rg se numeşte dreapta imaginar¼a a lui C.
Conform celor menţionate anterior, rezult¼a c¼a ecuaţia p¼atratic¼a z2 = �1 cu

necunoscuta z 2 R nu are soluţii, dar aceeaşi ecuaţie cu necunoscuta z 2 C are
dou¼a soluţii z = i 2 I şi z = �i 2 I.
Obiectivul acestui paragraf este de a prezenta noţiuni şi propriet¼aţi de baz¼a

privind corpul numerelor complexe şi planul complex. Punctul de pornire este
reprezentarea geometric¼a a numerelor complexe prin vectori legaţi în origine şi
de extremit¼aţi puncte ale unui plan. Pe aceast¼a baz¼a, se de�neşte structura de
corp a muļtimii C împreun¼a cu interpretarea geometric¼a a operaţiilor de adunare
şi de înmuļtire. Planul complex este de�nit printr-o structur¼a de spaţiu vectorial
real normat pe muļtimea C cu norma derivat¼a dintr-un produs scalar re�ectând
reprezentarea geometric¼a a numerelor complexe. Noţiuni şi propriet¼aţi algebrice
şi geometrice de baz¼a sunt prezentate.
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1.1 Muļtimea numerelor complexe.
Dreapta real¼a şi dreapta imaginar¼a

Prezentare intuitiv¼a. Un num¼ar complex este de�nit printr-o pereche de
numere reale x şi y care este reprezentat¼a sub forma x + iy sau x + yi, unde
i este un simbol al unui num¼ar complex numit unitatea imaginar¼a. Mulţimea
numerelor complexe se noteaz¼a prin C. Se scrie prescurtat simbolul x pentru
x + i0, de unde rezult¼a c¼a mulţimea numerelor reale R poate � considerat¼a
o submulţime a lui C. De asemenea, se mai utilizeaz¼a prescurt¼arile iy pentru
0+iy, 0 pentru 0+i0 şi i pentru 0+i1. Numerele complexe x+iy şi u+iv sunt
egale dac¼a şi numai dac¼a x = u şi y = v. Acest fapt permite introducerea p¼arţii
reale Re z şi a p¼arţii imaginare Im z ale num¼arului complex z = x+ iy respectiv
prin x şi y. Utilizând noţiuni de geometrie analitic¼a se introduc dreapta real¼a
prin mulţimea punctelor z 2 C cu Im z = 0 şi dreapta imaginar¼a prin mulţimea
punctelor z 2 C cu Re z = 0.
Prezentare formalizat¼a. Se consider¼a dat un sistem de numere reale R.

Mulţimea numerelor complexe C este de�nit¼a prin mulţimea punctelor planului
real R � R = P2. Spaţiul vectorial real P2 împreun¼a cu norma euclidian¼a se
numeşte planul complex. Se introduc elemente de baz¼a privind de�niţia planului
complex. Se descriu spaţiul euclidian aritmetic real RV2 = R � R şi spaţiul
a�n (P2; �) utilizate în geometria analitic¼a. Dreapta real¼a R � C şi dreapta
imaginar¼a I � C sunt de�nite de axele de coordonate în planul real. Aceste
elemente sunt necesare în paragrafele urm¼atoare pentru a ar¼ata c¼a formalizarea
conceptului de num¼ar complex în cadrul unui sistem de numere reale re�ect¼a
prezentarea intuitiv¼a precedent¼a.

De�ni̧tii 1: Fie R muļtimea numerelor reale.
(i) Mulţimea numerelor complexe notat¼a C este muļtimea tuturor perechilor

ordonate de numere reale, deci
C = R� R = f(x; y) : x; y 2 Rg.

(ii) Partea real¼a Re z şi partea imaginar¼a Im z ale unui num¼ar complex
z = (x; y) 2 C sunt numere reale de�nite prin

Re z = x şi Im z = y.

Consecinţa 2. Are loc urm¼atoarea regul¼a de egalitate în C, pentru orice
numere complexe z = (x; y) 2 C şi w = (u; v) 2 C:
z = w , x = u şi y = v , Re z = Rew şi Im z = Imw.

Nota̧tii 3: a) Corpul numerelor reale este de�nit de muļtimea suport R a
unui sistem de numere reale împreun¼a cu operaţiile de adunare + : R�R! R
şi de înmulţire � : R� R! R. Numerele reale zero şi unu se noteaz¼a respectiv
prin 0 şi 1. Suma, diferenţa şi produsul perechii ordonate (x; y) 2 R � R se
noteaz¼a respectiv prin x + y, x � y şi xy reprezentând numerele reale +(x; y),
+(x;�y) şi � (x; y), unde �y 2 R este opusul lui y 2 R. Prin � not¼am relaţia
de ordine pe R din cadrul sistemului de numere reale. Intervalul compact de
origine a 2 R şi de extremitate b 2 R se noteaz¼a prin [a; b], deci

[a; b] = fx 2 R : a � x � bg � R.
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O list¼a a notaţiilor pe care le utiliz¼am în continuare este urm¼atoarea:

Simbol de muļtime De�ni̧tie Denumire
elemente

R Sistem de numere reale
(R;+; �;�; 0; 1)

Numere reale

R� Rr f0g Numere reale
nenule

R+ fx 2 R : x � 0g Numere reale
nenegative

R� fx 2 R : x � 0g Numere reale
nepozitive

R�+ fx 2 R : x > 0g Numere reale
pozitive

R�� fx 2 R : x < 0g Numere reale
negative

N

Z

Q

f1; 2; :::; n; :::g

(�N) [ f0g [ N

�
m
n : m 2 Z şi n 2 N

	

Numere
naturale

Numere
întregi

Numere
raţionale

C R� R Numere
complexe

Nota̧tii 3:b) Not¼am V2 [R] = (RV2;P2; �), unde RV2 este spaţiul euclidian
aritmetic real de dimensiune 2 şi (P2; �) este spaţiul a�n standard corespunz¼ator
spaţiului vectorial RV2. Sistemul V2 [R] este strict necesar în geometria analitic¼a
şi are urm¼atoarele componente speci�ce:

1. mulţimea vectorilor V2 = R� R = C;

2. adunarea vectorilor + : V2 � V2 ! V2 de�nit¼a prin condi̧tia urm¼atoare,
pentru orice pereche de vectori (a; b) 2 V2 � V2:
dac¼a a = (a1; a2) şi b = (b1; b2) atunci a+ b = (a1 + b1; a2 + b2) 2 V2;
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3. vectorul nul 0 = (0; 0) 2 V2 care este elementul neutru al operaţiei de
adunare + pe V2;

4. corpul scalarilor R;

5. înmulţirea cu scalari a vectorilor � : R � V2 ! V2 de�nit¼a prin condi̧tia
urm¼atoare, pentru orice (�; a) 2 R� V2:
dac¼a a = (a1; a2) atunci � � a = (�a1; �a2) 2 V2;

6. produsul scalar euclidian h�; �i2 : V2 � V2 ! R de�nit astfel:
dac¼a a; b 2 V2 cu a = (a1; a2) şi b = (b1; b2) atunci
ha; bi2 = a1b1 + a2b2;

7. norma euclidian¼a k�k2 : V2 ! R+ de�nit¼a de produsul scalar euclidian,
deci pentru orice vector a 2 V2:
dac¼a a = (a1; a2) atunci kak2 =

p
ha; ai2 =

p
a21 + a

2
2;

8. mulţimea punctelor P2 = R� R = C reprezentând planul real ;

9. corespondenţa dintre perechi de puncte şi vectori � : P2�P2 ! V2 de�nit¼a
prin relaţia urm¼atoare, pentru orice (A;B) 2 P2 � P2:
� (A;B) = B �A 2 V2,
unde în membrul drept al egalit¼aţii anterioare punctele A;B 2 P2 sunt
considerate vectori aritmetici reali din V2 = R�R = P2 şi � : V2�V2 ! V2
este operaţia de sc¼adere în grupul (V2;+), prin urmare:
dac¼a �A 2 V2 este opusul lui A 2 V2 atunci B �A = B + (�A).

Nota̧tii 3: c) Segmentul orientat de origine A 2 P2 şi de extremitate B 2 P2
se noteaz¼a prin [A;B] şi este de�nit analitic în spaţiul vectorial RV2 = RP2 astfel:

[A;B] = f(1� �) �A+ � �B : � 2 [0; 1]g.

Nota̧tii 3: d) Fie O = (0; 0) = 0 2 V2 = P2. Dac¼a (A;B) 2 P2�P2 atunci
vectorul �(A;B) 2 V2 se noteaz¼a

��!
AB, deci pentru orice punct P 2 P2:

��!
OP = �(O;P ) = P �O = P şi ��!AB = �(A;B) = B �A = ��!OB ��!OA.

Nota̧tii 3: e). Fie (A;B) 2 P2 � P2 cu A 6= B. Dreapta determinat¼a de
perechea de puncte distincte (A;B) şi semidreapta de origine A care trece prin
B se noteaz¼a respectiv prin AB şi AB+. Semidreapta de origine A care nu trece
prin B şi este conţinut¼a în AB se noteaz¼a prin AB�. Au loc relaţiile:

AB = f(1� �) �A+ � �B : � 2 Rg;
AB+ = f(1� �) �A+ � �B : � 2 R+g � AB;
AB� = f(1� �) �A+ � �B : � 2 R�g � AB.

Observa̧tie 4: Fie e1 = (1; 0) şi e2 = (0; 1). Atunci e = (e1; e2) 2 V2 � V2
este o baz¼a ortonormal¼a ordonat¼a a spaţiului euclidian aritmetic real RV2 din
[1.1 Not. 3 b)] numit¼a baza canonic¼a.
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Figure 1: Reprezentarea cartezian¼a a numerelor complexe în plan

De�ni̧tii 5. (i) Planul complex este spaţiul vectorial real normat
(RP2; k�k2) = (RC; k�k2) = (RV2; k�k2),

unde k�k2 este norma euclidian¼a a planului real [1.1 Not. 3 b) 1.-8.].
(ii) Dreapta real¼a R � C = P2 este dreapta OU1 din P2 determinat¼a de

punctele O = (0; 0) şi U1 = (1; 0) reprezentând axa absciselor în P2, deci
R = f(x; 0) : x 2 Rg.

(iii) Dreapta imaginar¼a I � C = P2 este dreapta OU2 din P2 determinat¼a
de punctele O = (0; 0) şi U2 = (0; 1) reprezentând axa ordonatelor în P2, deci

I = f(0; y) : y 2 Rg.

Consecinţe 6. Fie R � C şi I � C de�nite anterior [1.1 Def. 5 (ii) şi (iii)].
(i) Dreapta real¼a este muļtimea numerelor complexe a c¼aror parte imaginar¼a

este egal¼a cu zero:
R = fz 2 C : Im z = 0g:

(ii) Dreapta imaginar¼a este muļtimea numerelor complexe a c¼aror parte real¼a
este egal¼a cu zero:

I = fz 2 C : Re z = 0g.

De�ni̧tii 7. Fie e = (e1; e2) baza canonic¼a a spaţiului RV2.
(i) Num¼arul complex zero este punctul 0 = (0; 0) = O 2 R \ I � C numit

şi origine sau elementul nul reprezentând vectorul nul
��!
OO = O 2 V2 = P2.

(ii) Num¼arul complex unu pe care-l numim unitatea real¼a a lui C este punctul
1 = (1; 0) = U1 2 Rr I � C reprezentând versorul e1 =

��!
OU1 = U1 2 V2 = P2.

(iii) Unitatea imaginar¼a a lui C este punctul i = (0; 1) = U2 2 I rR � C
reprezentând versorul e2 =

��!
OU2 = U2 2 V2 = P2.
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1.2 Reprezentarea geometric¼a în plan
a numerelor complexe

Consider¼am spaţiul geometric tridimensional. Un plan cartezian este un plan
împreun¼a cu un reper ortonormal orientat. Descriem o metod¼a de reprezentare
a numerelor complexe într-un plan cartezian.
Metoda de reprezentare respectiv¼a se bazeaz¼a pe faptul c¼a exist¼a o izometrie

de la planul complex cu distanţa aritmetic¼a euclidian¼a pe orice plan cartezian
considerat ca spaţiu metric cu distanţa geometric¼a euclidian¼a.
Planul complex numit şi plan Gauss sau diagrama Argand furnizeaz¼a sensul

intuitiv al numerelor complexe şi studiul structurii acestuia a reprezentat resursa
principal¼a de dezvoltare a analizei complexe.

De�ni̧tii 1.FieH3 spaţiul geometric tridimensional, � un plan şi O un punct.
(i) Un vector legat în O este un segment orientat a = [O;A] de origine O şi

de extremitate un punct oarecare A din spaţiul H3 .
(ii) Dac¼a O 2 � atunci un vector legat în O relativ la � este un segment

orientat a = [O;A] de origine O şi de extremitate un punct A 2 �.
(iii) Un reper ortogonal în planul � de origine O este un triplet de puncte

R�(O) = (X;O; Y ) cu propriet¼aţile urm¼atoare:
1. X;O şi Y sunt puncte dou¼a câte dou¼a distincte în �;
2. Dreptele OX � � şi OY � � determinate respectiv de perechile de puncte

(O;X) şi (O; Y ) sunt perpendiculare.

Nota̧tii 2. În condi̧tiile din [1.2.1 Def. 1]:
a) not¼am R�(O) = (XOY ), dac¼a R�(O) = (X;O; Y ) este un reper ortogonal

în planul � de origine O;
b) dac¼a O 2 � atunci not¼am prin V� (O) muļtimea tuturor vectorilor legaţi

în O relativ la �, deci V� (O) = f[O;A] : A 2 �g;
c) dac¼a a = [O;A] este un vector legat în O atunci not¼am prin kak lungimea

segmentului a de�nit¼a în H3.1 .

Observa̧tie 3. Dac¼a R�(O) = (XOY ) atunci dreptele corespunz¼atoare OX
şi OY sunt concurente în punctul O, conţinute în planul � şi perpendiculare,
fapte ce se exprim¼a în H3 prin relaţiile urm¼atoare:

1. OX \OY = fOg;
2. OX [OY � �;
3. OX ? OY .

De�ni̧tia 4. Un reper ortonormal orientat în planul � de origine O este un
sistem

�!
R�(O) = (R�(O); u1; u2) satisf¼acând condi̧tiile urm¼atoare:

1 În �zic¼a o forţ¼a se reprezint¼a printr-un segment orientat s = [P;Q] cu P 6= Q, unde P
este punctul s¼au de aplicaţie, dreapta d determinat¼a de punctele P şi Q reprezint¼a direcţia
acesteia, iar punctul Q 2 d de�neşte sensul s¼au de acţiune şi m¼arimea acesteia egal¼a cu ksk.
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1. exist¼a X;Y 2 � astfel încât R�(O) = (XOY ) este un reper ortogonal în
� de origine O de�nit conform [1.2.1 Def. 1 (iii)];

2. exist¼a U1; U2 2 � astfel încât u1 = [O;U1] � OX;u2 = [O;U2] � OY şi
ku1k = ku2k = 1;
3. dreptele OX şi OY sunt axe cu originea O, de segmente unitate egale cu

versorii u1 şi u2 având semiaxele pozitive

OX+ = [O;1OX) � OX şi OY+ = [O;1OY ) � OY astfel încât

U1; X 2 OX+ şi U2; Y 2 OY+.

Consecinţe 5. Fie
�!
R�(O) = (R�(O); u1; u2) un reper ortonormal orientat

în planul � de origine O. Sunt satisf¼acute urm¼atoarele condi̧tii:

(i) u1 şi u2 sunt versori ortogonali astfel încât u1 � OX+ şi u2 � OY+;
(ii) muļtimea vectorilor legaţi V� (O) are o structur¼a de spaţiu vectorial

real normat (RV� (O) ; Ne) în care adunarea + : V� (O) � V� (O) ! V� (O) şi
înmuļtirea cu scalari numere reale � : R � V� (O) ! V� (O) a vectorilor din
V� (O) sunt de�nite în calculul vectorial2 şi norma pe V� (O) este o funçtie
Ne : V� (O)! R+ de�nit¼a astfel pentru orice a 2 V� (O): Ne (a) = kak.
(iii) perechea de versori u = (u1; u2) este o baz¼a a spaţiului vectorial real

normat (RV� (O) ; Ne).

De�ni̧tii 6. Un plan cartezian este un plan � în spaţiul H3 împreun¼a cu
un reper ortonormal orientat în � cu originea O notat

�!
R�(O) = (R�(O); u1; u2)

astfel încât s¼a �e satisf¼acute condi̧tiile din [1.2.1 Def. 4].

Propozi̧tia 7: Fie � un plan cartezian având un reper ortonormal orientat în
� cu originea O de�nit anterior prin

�!
R�(O) = (R�(O); u1; u2). Sunt îndeplinite

condi̧tiile urm¼atoare:

(i) Muļtimea numerelor complexe C este în corespondenţ¼a biunivoc¼a cu
muļtimea vectorilor V�(O) prin funçtia �V : C ! V�(O) de�nit¼a pentru orice
z = (x; y) 2 C prin �V (z) = x � u1 + y � u2 2 V� (O), unde + şi � sunt operaţiile
din spaţiul vectorial normat RV� (O) speci�cate în [1.2.1 Cons. 5 (ii)].

(ii) Muļtimea vectorilor legaţi V�(O) este în corespondenţ¼a biunivoc¼a cu
muļtimea punctelor planului � prin funçtia �� : V�(O) ! � de�nit¼a pentru
orice a = [O;A] 2 V�(O) prin �� (a) = A 2 �.
(iii) Muļtimea numerelor complexe C este în corespondenţ¼a biunivoc¼a cu

muļtimea punctelor planului � prin funçtia �� � �V : C! �.

2Operaţiile + şi � reprezint¼a operaţiile obişnuite din �zic¼a de adunare şi de înmuļtire cu
scalari numere reale a forţelor având acelaşi punct de aplicaţie O reprezentate prin vectori
legaţi din V� (O): pentru orice [O;A]; [O;B] 2 V� (O), [O;A]+ [O;B] = [O;C] 2 V� (O) astfel
încât O;A;B;C 2 � şi punctul C este simetricul lui O faţ¼a de mijlocul segmentului [A;B]
(regula paralelogramului de adunare a forţelor ), pentru orice a = [O;A] 2 V� (O) şi � 2 R,
� � a = [O;A�] = a� 2 V� (O), astfel încât punctele O;A;A� sunt coliniare şi veri�c¼a relaţia
ka�k = j�j � kak (regula de înmulţire cu scalari numere reale a forţelor ).
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Comentarii.

1. Rezultatul din [1.2.2 Prop. 7 (i)] exprim¼a faptul c¼a numerele complexe
se pot reprezenta geometric prin vectori legaţi într-un punct �xat O şi de
extremit¼aţi puncte ale unui plan cartezian �.

2. Rezultatul din [1.2.2 Prop. 7 (iii)] exprim¼a faptul c¼a numerele complexe se
pot reprezenta geometric prin puncte ale unui plan cartezian � care sunt
extremit¼aţi ale vectorilor legaţi în O.

Propozi̧tia 8. Fie A 2 P2 şi � : P2 � P2 ! V2 funçtia de�nit¼a conform
[1.1 Not. 3 b) 9.]. De�nim o funçtie �A : P2 ! V2 astfel încât pentru orice
B 2 P2, �A(B) =

��!
AB = � (A;B). Atunci �A este bijectiv¼a.

De�ni̧tii 9. Fie X muļtimea punctelor lui H3.
(i) Distanţa geometric¼a euclidian¼a pe X este o funçtie d : X � X ! R+

de�nit¼a prin condi̧tia urm¼atoare, pentru orice puncte P;Q 2 X : dac¼a s = [P;Q]
atunci d (P;Q) = ksk.
(ii) Distanţa geometric¼a euclidian¼a d� : �� � ! R+ pe muļtimea punctelor

unui plan � dinH3 este restriçtia la ��� � X�X a funçtiei distanţ¼a geometric¼a
euclidian¼a d de�nit¼a anterior.
(iii) Distanţa aritmetic¼a euclidian¼a pe muļtimea punctelor planului complex

C = P2 = V2 este funçtia distanţ¼a d2 : C�C! R+ de�nit¼a de norma euclidian¼a
k�k2 [1.1 Def.5 (i)], deci au loc relaţiile urm¼atoare, pentru orice numere complexe
z = (x; y) 2 C; w = (u; v) 2 C:

d2 (z; w) = kz � wk2 =
q
(x� u)2 + (y � v)2.

Rezultatul urm¼ator prezint¼a propriet¼aţile de baz¼a ale funçtiilor bijective �V
şi �� prin care se realizeaz¼a reprezentarea geometric¼a a numerelor complexe
într-un plan cartezian �.

Propozi̧tia 10. Fie � un plan cartezian de�nit în [1.2.2 Def. 6]. Funçtiile
bijective �V şi �� din [1.2.2 Prop.7 (i) ; (ii)] au propriet¼aţile urm¼atoare:
(i) �V este un izomor�sm de spaţii vectoriale reale de la planul complex

C = P2 pe V�(O);
(ii) �� � �V este o izometrie de la spaţiul metric (C; d2) pe spaţiul metric

(�; d�), unde d� şi d2 sunt funçtiile distanţ¼a geometric¼a şi aritmetic¼a introduse
anterior în [1.2.2 Def. 9 (ii) ; (iii)].

1.3 Opera̧tii cu numere complexe
şi reprezentare cartezian¼a

Rezumatul temei. Mulţimea numerelor complexe C are o structur¼a de
corp comutativ. Se introduce reprezentarea cartezian¼a a numerelor complexe.
Sunt stabilite apoi regulile de calcul cu numere complexe în forma cartezian¼a.
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De�ni̧tii 1. (i) Corpul (R;+; �; 0; 1) asociat unui sistem de numere reale
(R;+; �;�; 0; 1) se numeşte corpul real R [1.1 Not. 3 a)].
(ii) Corpul numerelor complexe este de�nit de muļtimea numerelor complexe

C împreun¼a cu operaţiile de adunare + : C�C! C şi de înmulţire � : C�C! C
astfel încât pentru orice z = (x; y) 2 C, w = (u; v) 2 C:
z + w = (x+ u; y + v) şi z � w = (xu� yv; xv + yu).
Numerele complexe zero 0 = (0; 0) 2 C şi unu 1 = (1; 0) 2 C sunt elementele

neutre respectiv ale operaţiilor + şi � satisf¼acând pentru orice z 2 C,
z + 0 = z = 0+ z şi z � 1 = z = 1 � z.
Corpul (C;+; �;0;1) se numeşte corpul complex C.

Observa̧tii 2. Urm¼atoarele propriet¼aţi sunt în conexiune cu interpretarea
geometric¼a a operaţiei de adunare în planul complex

(RP2; k�k2) = (RC; k�k2) = (RV2; k�k2) [1.1 Def. 5. (i)].
1. Operaţia de adunare a numerelor complexe + : C � C ! C coincide cu

operaţia de adunare a vectorilor aritmetici reali [1.1 Not. 3. b) 2.].
2. Pentru orice (z; w) 2 C�C, suma s = z+w 2 C este un punct al planului

complex astfel încât vectorul s¼au de pozi̧tie
�!
0s are extremitatea s de�nit¼a de

unicul punct cu proprietatea c¼a mijlocul segmentului orientat
[0; s] = f�s : � 2 [0; 1]g

coincide cu mijlocul segmentului orientat
[z; w] = f(1� �) z + �w : � 2 [0; 1]g,
adic¼a 1

2s =
1
2z +

1
2w.

3 .

În urm¼atoarea propozi̧tie se prezint¼a consecinţe ale faptului c¼a orice punct al
planului complex z = (x; y) 2 C este suma dintre proieçtiile sale pr(z) = (x; 0)
şi pi(z) = (0; y) respectiv pe dreapta real¼a R şi pe dreapta imaginar¼a I.

Propozi̧tia 3: Fie z = (x; y) 2 C, x = (x; 0) 2 R şi y = (y; 0) 2 R. Au loc
relaţiile urm¼atoare:
(i) (0; y) = i � y 2 I;
(ii) z = (x; 0) + (0; y) = x+ i � y;
(iii) pentru orice u = (u; 0) 2 R şi v = (v; 0) 2 R,

x+ i � y = u+ i � v , x = u şi y = v.

Propunem rezolvarea exerci̧tiilor urm¼atoare prin care se expliciteaz¼a un set
de propriet¼aţi privind structura algebric¼a a planului complex şi se evidenţiaz¼a
relaţii speci�ce dintre corpul complex C şi corpul real R. Aceste propriet¼aţi sunt
consecinţe directe ale de�ni̧tiilor operaţiilor algebrice de adunare şi de înmuļtire

3Aceast¼a identitate simpl¼a exprim¼a algebric interpretarea geometric¼a într-un plan cartezian
� din H3 a sumei z + w utilizând funcţiile bijective �V : C ! V� (O) şi �� : V� (O) ! � din
[1.2 Prop. 10]. Fie r� = �� � �V : C ! �. Consider¼am punctele din � corespunz¼atoare prin
funcţia bijectiv¼a r� numerelor complexe z; w şi z + w: r� (z) = Pz 2 �, r� (w) = Pw 2 � şi
r� (z + w) = Pz+w 2 �. Atunci are loc relaţia geometric¼a

�����!
OPz+w =

��!
OPz +

���!
OPw exprimat¼a

algebric prin identitatea respectiv¼a.
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a numerelor complexe din [1.3 Def. 1. (ii)]. Rezultatul esenţial este menţionat
în [Ex. 4.6] exprimând faptul c¼a muļtimea numerelor complexe C este o extensie
a muļtimii numerelor reale R astfel încât corpul real R se identi�c¼a cu dreapta
real¼a R care este un subcorp al corpului complex C. Dreapta imaginar¼a I nu
este un subcorp al corpului complex C, dar admite o structur¼a de corp izomorf
cu corpul real R [Ex. 4.8, 4.9].
Exerci̧tiu 4:1: Fie a; b; c 2 C. S¼a se veri�ce urm¼atoarele reguli de calcul:
(1) a+ b = b+ a şi a � b = b � a
(comutativitatea adun¼arii şi înmulţirii),
(2) a+ (b+ c) = (a+ b) + c şi a � (b � c) = (a � b) � c

(asociativitatea adun¼arii şi înmulţirii),
(3) a � (b+ c) = a � b+ a � c

(distributivitatea înmulţirii faţ¼a de adunare) sau (regula factorului comun).
Consecinţ¼a. Pentru orice şir �nit de numere complexe

z1; z2; :::; zn (n 2 N cu n � 2)
de�nim inductiv un num¼ar complex

sn = z1 + z2 + :::+ zn =

nX
k=1

zk prin relaţiile s2 = z1 + z2 =
2X

k=1

zk şi

sj+1 = sj + zj+1 =

jX
k=1

zk + zj+1, pentru j = 2; 3; :::; n� 1 dac¼a n � 3.

Pentru orice permutare � 2 Sn a muļtimii f1; 2; :::; ng are loc relaţia:
nX
k=1

zk =
nX
k=1

z�(k).

Exerci̧tiu 4:2: Pentru orice �; � 2 R cu � 6= 0, not¼am prin �
� 2 R câtul

perechii (�; �) în corpul real R. Fie a = (a1; a2) 2 C = R � R. S¼a se veri�ce
urm¼atoarele propriet¼aţi:
(4) exist¼a un num¼ar complex unic �a 2 C care satisface condi̧tia

a + (�a) = 0 şi este de�nit prin relaţia �a = (�a1;�a2), deci operaţia de
sc¼adere � în corpul complex este de�nit¼a astfel, pentru orice b = (b1; b2) 2 C:
b� a = b+ (�a) = (b1 � a1; b2 � a2).
(5) dac¼a a 6= 0 atunci a21+ a22 6= 0 şi exist¼a un num¼ar complex unic a�1 2 C

care satisface condi̧tia a � a�1 = 1 şi are expresia
a�1 =

�
a1

a21+a
2
2
;� a2

a21+a
2
2

�
.

Exerci̧tiu 4:3: Fie a; b 2 C. S¼a se veri�ce urm¼atoarele propriet¼aţi în C:
(6) dac¼a a 6= 0 atunci exist¼a un num¼ar complex unic z 2 C notat z = b

a şi
numit câtul perechii (b; a) care satisface relaţia a�z = b şi are expresia z = a�1 �b,
unde a�1 2 C este de�nit anterior conform [1.3 Ex. 4.2. (5)];
(7) dac¼a a = (a1; a2) 6= (0; 0) = 0 şi b = (b1; b2) atunci
a�1 = 1

a ,
b
a =

1
a � b =

�
a1

a21+a
2
2
;� a2

a21+a
2
2

�
� (b1; b2) =

�
a1b1+a2b2
a21+a

2
2
; a1b2�a2b1

a21+a
2
2

�
.

Exerci̧tiu 4:4: S¼a se veri�ce urm¼atoarele propriet¼aţi ale dreptei reale R � C
şi ale dreptei imaginare I � C:
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(i) R = fx+ i � 0 : x 2 Rg;
(ii) I = f0+ i � y : y 2 Rg;
(iii) exist¼a dou¼a funçtii bijective �r : R ! R şi �i : R ! I de�nite astfel,

pentru orice x; y 2 R:
�r(x) = (x; 0) 2 R şi �i(y) = (0; y) 2 I.

Exerci̧tiu 4:5: Exist¼a dou¼a funçtii surjective pr : C ! R şi pi : C ! I pe
care le numim proieçtii canonice ale punctelor din planul complex C respectiv
pe dreapta real¼a R şi pe dreapta imaginar¼a I, satisf¼acând urm¼atoarele condi̧tii:

u 2 R implic¼a pr(u) = u,
v 2 I implic¼a pi(v) = v,

şi de�nite pentru orice num¼ar complex z = (x; y) 2 C prin relaţiile:
pr(z) = (x; 0) 2 R şi pi(z) = (0; y) 2 I.

Exerci̧tiu 4:6: (i) Dac¼a x; y 2 R atunci au loc relaţiile:
(x; 0) + (y; 0) = (x+ y; 0),
(x; 0) � (y; 0) = (xy; 0).

(ii) Dreapta real¼a R este un subcorp al corpului complex C.
(iii) Funçtia bijectiv¼a �r : R! R din [1.3 Ex. 4.4 (iii)] este un izomor�sm

de corpuri de la (R;+; �; 0; 1) pe (R;+; �;0;1).
Concluzie: S¼a not¼am prin R ,! C proprietatea (ii) şi prin R � R faptul c¼a

exist¼a un izomor�sm de corpuri de la (R;+; �; 0; 1) pe (R;+; �;0;1). Conform
propriet¼aţii (iii) rezult¼a c¼a R � R ,! C.
Exerci̧tiu 4:7: (i) Pentru orice x; y 2 R, de�nim (x; 0) � (y; 0) , x � y.

Atunci (R;�) este o muļtime total ordonat¼a astfel încât izomor�smul de corpuri
�r : R! R din [1.3 Ex. 4.6 (iii)] satisface condi̧tia: x � y , �r (x) � �r (y).
(ii) Dreapta real¼a R este muļtimea suport a unui sistem de numere reale

(R;+; �;�;0;1) izomorf cu (R;+; �;�; 0; 1), fapt pe care-l not¼am prin R � R şi
care exprim¼a matematic enunţul:

"R = R, abstraçtie f¼acând de un izomor�sm".
Exerci̧tiu 4:8: (i) 0 2 I şi I este un subgrup al grupului (C;+;0);
(ii) i 2 I şi i � i = �1 2 Rr I;
(iii) dreapta imaginar¼a I nu este un subcorp al lui C.
Exerci̧tiu 4:9: Fie � : I � I ! I o operaţie binar¼a pe dreapta imaginar¼a

de�nit¼a astfel, pentru orice y = (0; y) 2 I şi y0 = (0; y0) 2 I:
y � y0 = (0; y) � (0; y0) = (0; yy0).

S¼a se veri�ce urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) Sistemul I� = (I;+; �;0; i) este un corp comutativ astfel încât unitatea

imaginar¼a i a lui C este elementul neutru al operaţiei �.
(ii) Funçtia bijectiv¼a �i : R ! I din [1.3 Ex. 4.4 (iii)] este un izomor�sm

de corpuri de la corpul real R pe I�.
(iii) Dreapta imaginar¼a are o structur¼a de corp comutativ I� = (I;+; �;0; i)

izomorf cu subcorpul (R;+; �;0;1) al corpului complex C, deci I� � R ,! C.
Comentarii. 1. În continuarea acestui paragraf, prezent¼am reprezentarea

cartezian¼a sau forma algebric¼a a numerelor complexe împreun¼a cu regulile de
calcul simbolic în C derivate din [1.3 Prop. 3, Ex. 4.6 şi Ex. 4.7 (ii)].
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2. Regulile de calcul simbolic sunt justi�cate şi importante în aplicaţii.
Aceste reguli stabilesc relaţia dintre corpul complex C şi corpul real R. Obţinerea
lor s-a bazat esenţial pe sensul geometric intuitiv al numerelor complexe.
3. Elementele intuitive sunt necesare pentru înţelegerea teoriei numerelor

complexe. De asemenea, pentru a înţelege teoria matematic¼a respectiv¼a sunt
necesare cunoştinţe speci�ce de algebr¼a liniar¼a, geometrie analitic¼a şi analiz¼a
real¼a. În acest sens, în cuprinsul acestui capitol sunt prezentate atât elemente
intuitive cât şi anumite rezultate teoretice fundamentale privind studiul corpului
complex şi a planului complex. Sunt propuse spre rezolvare diverse exerci̧tii
bazate pe noţiunile introduse anterior.

Pe baza propriet¼aţilor dreptei reale R � C prezentate în [1.3 Ex. 4.6], relativ
la corpul complex C se introduc urm¼atoarele notaţii pe care le vom utiliza în
continuare, f¼ar¼a a mai menţiona de �ecare dat¼a explicit acest fapt.

Nota̧tii 5. a) Num¼arul complex x = (x; 0) 2 R se noteaz¼a prin x. Deci,
num¼arul complex zero 0 = (0; 0) 2 R şi unitatea real¼a 1 = (1; 0) 2 R se noteaz¼a
respectiv prin simbolurile 0 şi 1 ale numerelor reale zero şi unu.
b) Pentru orice numere complexe z1; z2 2 C, produsul perechii (z1; z2) în

corpul complex (C;+; �; 0; 1) se noteaz¼a prin z1z2, deci
z1z2 = z1 � z2.

Exemple de utilizare a notaţiilor precedente.
(e1) pentru orice � 2 R şi z = (x; y) 2 C,

�z = (�; 0)z = (�; 0) � z = (�; 0) � (x; y) = (�x; �y) 2 C;
(e2) de�nim pentru orice z 2 C, z0 = 1; z1 = z şi pentru orice n 2 N,

zn+1 = zn � z, deci conform [1.3 Not. 5. b)] rezult¼a
z2 = zz; z3 = z2z; :::; zn+1 = znz.

Exerci̧tiu 6:1: Pentru orice n 2 N şi z; w 2 C,

(z + w)
n
=

nX
k=0

Cknz
n�kwk,

unde
C0n = C

n
n = 1 şi

Ckn =
n!

k!(n�k)! (1 � k � n� 1).
Exerci̧tiu 6:2: Pentru orice n 2 N şi z; w 2 C,

zn � wn = (z � w)
n�1X
k=0

zkwn�1�k.

De�ni̧tia 7: Fie z = (x; y) 2 C. Conform [1.3 Not. 5.], relaţiile prezentate
în [1.3 Prop. 3 (ii)] se exprim¼a prin identitatea z = x + iy, pe care o numim
reprezentarea cartezian¼a sau reprezentarea algebric¼a a num¼arului complex z.

Observa̧tii 8. Fie z = (x; y) 2 C şi w = (u; v) 2 C numere complexe având
reprezent¼arile algebrice z = x+ iy şi w = u+ iv. Din [1.3 Not. 5.] rezult¼a:
(i) Re z = Re (x+ iy) = x şi Im z = Im (x+ iy) = y;
(ii) z = Re z + i Im z;
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(iii) z = w , x+ iy = u+ iv , x = u şi y = v.
Relaţiile anterioare exprim¼a proprietatea c¼a forma algebric¼a x+ iy a num¼arului
complex z este unic determinat¼a de numerele reale x = Re z 2 R şi y = Im z 2 R.

Exerci̧tiu 9:1. S¼a se demonstreze urm¼atoarele reguli de calcul cu puteri ale
unit¼aţii imaginare:
(1) i0 = 1; i1 = i; i2 = �1 şi pentru orice n 2 N,

i4n�4 = 1,
i4n�1 = �i,
i4n�2 = �1,
i4n�3 = i;

(2) i�1 = 1
i = �i şi pentru orice m 2 N,
i�m =

�
i�1
�m
=
�
1
i

�m
= (�i)m = (�1)m im;

(3) pentru orice numere întregi p; q 2 Z,
ipiq = ip+q,
(ip)

q
= ipq.

Exerci̧tiu 9:2. S¼a se demonstreze urm¼atoarele reguli de adunare z + w,
sc¼adere z � w, înmuļtire zw şi împ¼aŗtire z

w (w 6= 0) în C, pentru orice pereche
de numere complexe (z; w) 2 C�C reprezentate în forma algebric¼a prin relaţiile
z = x+ iy şi w = u+ iv:
(4) z + w = (x+ iy) + (u+ iv) = (x+ u) + i(y + v),
(5) z � w = (x+ iy)� (u+ iv) = (x� u) + i(y � v),
(6) zw = (x+ iy) (u+ iv) = (xu� yv) + i (xv + yu),
(7) dac¼a w 6= 0 atunci zw =

x+iy
u+iv =

(x+iy)(u�iv)
(u+iv)(u�iv) =

xu+yv
u2+v2 + i

yu�xv
u2+v2 .

Identit¼aţile (4) � (6) rezult¼a din [1.3 Def. 1. (ii) şi Def. 7.]. Proprietatea
(7) se obţine utilizând [1.3 Ex. 4.3].

Observa̧tii 10: Relativ la calculul algebric în C menţion¼am:

1. în corpul complex C sunt valide regulile de calcul algebric într-un corp
comutativ împreun¼a cu propriet¼aţile speci�ce derivate din [1.3 Def. 1.]
cum sunt cele prezentate în [1.3 Ex. 4.1-4.3];

2. conform reprezent¼arii algebrice a numerelor complexe prezentate în [1.3
Def. 7.], corpul complex C se poate identi�ca cu un corp comutativ având
ca suport muļtimea formelor algebrice
R [i] = fx+ iy : x; y 2 Rg
împreun¼a cu operaţiile de adunare şi de înmuļtire de�nite conform regulilor
din [1.3 Ex. 9.2 (4) ; (6)]. Regulile de sc¼adere şi de împ¼aŗtire în R [i] sunt
cele prezentate în [1.3 Ex. 9.2 (5) ; (7)].

3. regulile de calcul cu numere complexe în forma algebric¼a din R [i] se pot
deduce prin calcul simbolic aplicând succesiv regulile cunoscute de calcul
într-un corp comutativ împreun¼a cu regula speci�c¼a i2 = �1.
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Exemplu 10.1. S¼a deducem prin calcul simbolic regula de adunare în C a
numerelor complexe în forma algebric¼a. Pornind de la termenul z + w din [1.3
Ex. 9.2 (4)] şi utilizând regulile de calcul menţionate anterior rezult¼a urm¼atorul
şir de relaţii:
z + w =
(x+ iy) + (u+ iv) =
((x+ iy) + u) + iv =
((iy + x) + u) + iv =
(iy + (x+ u)) + iv =
((x+ u) + iy) + iv =
(x+ u) + (iy + iv) = (x+ u) + i(y + v).
Obţinem identitatea [1.3 Ex. 9.2 (4)]. Justi�caţi calculele efectuate.

Exemplu 10.2. S¼a deducem prin calcul simbolic regula de înmuļtire din
[1.3 Ex. 9.2 (6)]. Rezult¼a urm¼atorul şir de relaţii:
zw =
(x+ iy) (u+ iv) =
(x+ iy)u+ (x+ iy) (iv) =
(xu+ (iy)u) + (x (iv) + (iy) (iv)) =
(xu+ (iy)u) + ((iy) (iv) + x (iv)) =
(xu+ (iy) (iv)) + ((iy)u+ x (iv)) =
(xu� yv) + i (xv + yu).
Obţinem identitatea [1.3 Ex. 9.2 (6)]. Justi�caţi calculele efectuate.

Exerci̧tiu 11: S¼a se deduc¼a regulile din [1.3 Ex. 9.2 (5) ; (7)] de sc¼adere şi de
împ¼aŗtire în C a numerelor complexe în forma algebric¼a pornind din membrul
stâng al identit¼aţilor respective şi aplicând succesiv regulile de calcul simbolic.

Concluzii 12 (calculul simbolic al reprezent¼arii algebrice pentru
termeni în C). Fie p un termen relativ la structura algebric¼a

�
C;+; �;�; �� ; 0; 1

�
de�nit¼a de muļtimea numerelor complexe C împreun¼a cu operaţiile de adunare
+, înmuļtire �, sc¼adere �, împ¼aŗtire �

� şi constantele 0; 1 2 C. Acest termen
reprezint¼a un num¼ar complex p 2 C, deci exist¼a o reprezentare algebric¼a unic¼a
a lui p de�nit¼a prin relaţia urm¼atoare:

p = Re p+ i Im p.
Pentru obţinerea reprezent¼arii algebrice a lui p este necesar şi su�cient s¼a

�e cunoscute reprezent¼arile algebrice ale �ec¼arui num¼ar complex care apare
în p. Prin substituirea �ec¼arui num¼ar complex care apare în p prin forma
sa algebric¼a se obţine un nou termen relativ la structura algebric¼a extins¼a�
R[i];+; �;�; �� ; 0; 1

�
pe care-l not¼am pR[i]. Orice simbol care apare în pR[i] este

�e un simbol de num¼ar real x 2 R, �e simbolul i, �e un simbol al uneia dintre
operaţiile de adunare +, înmuļtire �, sc¼adere � şi împ¼aŗtire �

� . Evaluând acest
termen pR[i] cu regulile de calcul simbolic într-un corp comutativ şi regula de
calcul speci�c¼a în corpul complex i2 = �1 se determin¼a reprezentarea cartezian¼a
a acestuia de forma urm¼atoare:

pR[i] = u+ iv,

18



unde u; v 2 R, dar pR[i] = p 2 C, deci u = Re p şi v = Im p.
Exemplu. Fie termenul p =

�
z2 + z � 2

�
�
�
w+1
z

�2
. S¼a determin¼am forma

algebric¼a a lui p pentru z = 2 + i şi w = �1 + i. Rezult¼a egalit¼aţile urm¼atoare:
p = pR[i] =

�
(2 + i)

2
+ (2 + i)� 2

�
�
�
(�1+i)+1

2+i

�
=

((3 + 4i) + i) i
2+i =

(3 + 5i) i(2�i)
(2+i)(2�i) =

(3 + 5i) 1+2i5 =
(3+5i)(1+2i)

5 =
�7+11i

5 =
� 7
5 + i

11
5 :

Exerci̧tiu. Fie p =
�
z2 + z � 2

�
�
�
w+1
z

�2
. S¼a se determine forma algebric¼a

a termenului p pentru z = x + iy cu z 6= 0 şi w = z � 3. În cazul particular
z = 2 + i, s¼a se veri�ce rezultatul obţinut în exemplul anterior.

1.4 Conjugare şi modul. Argument şi reprezentare polar¼a

Fie (RC; h�; �i2) spaţiul euclidian real cu mulţimea vectorilor C, (RC; k�k2)
planul complex şi d2 : C � C ! R+ distanţa aritmetic¼a euclidian¼a în planul
complex [1.1 Def. 5. (i) şi 1.2 Def. 9. (iii)].

De�ni̧tia 1. Dac¼a z = x + iy 2 C atunci conjugatul complex al lui z este
un num¼ar complex z 2 C de�nit prin relaţia z = x� iy. Operaţia de conjugare
complex¼a este funçtia � : C! C astfel încât pentru orice z 2 C, � (z) = z.

Observa̧tii 2. Conjugatul complex z = x � iy 2 C al lui z = x + iy 2 C
este un punct în planul complex care reprezint¼a simetricul punctului z faţ¼a de
dreapta real¼a R. Suma şi produsul perechii (z; z) 2 C � C sunt puncte pe
dreapta real¼a R de�nite prin:
(1) z + z = (x+ iy) + (x� iy) = 2x,
(2) zz = (x+ iy) (x� iy) = x2 � (iy)2 = x2 + y2,

iar diferenţa dintre z şi z este un punct pe dreapta imaginar¼a I de�nit prin:
(3) z � z = (x+ iy)� (x� iy) = 2iy.

Din relaţiile x = Re z şi y = Im z rezult¼a formulele:
Re z = z+z

2 şi Im z = z�z
2i .

De�ni̧tia 3. Modulul unui num¼ar complex z este un num¼ar real nenegativ
jzj 2 R+ de�nit prin distanţa dintre punctul z şi origine 0 reprezentând norma
euclidian¼a a vectorului z, deci jzj = d2 (z; 0) = kzk2.

Consecinţe 4. Dac¼a z = x+ iy atunci
(i) jzj =

p
x2 + y2,

(ii) zz = jzj2.
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0

x+iy

x­iy

R

Figure 2: Operaţia de conjugare (C 3 z = x+ iy 7�! z = x� iy 2 C)

De�ni̧tia 5. Spaţiul euclidian complex cu mulţimea vectorilor C este de�nit
de perechea (CC; h�; �iC), unde:
1) CC este spaţiul vectorial complex cu grupul abelian al vectorilor egal

cu (C;+; 0) şi înmuļtirea vectorilor cu scalari din C de�nit¼a prin înmuļtirea
numerelor complexe � : C� C! C;
2) h�; �iC : C � C ! C este un produs scalar complex de�nit prin relaţia

urm¼atoare, pentru orice z; w 2 C: hz; wiC = zw.

De�ni̧tia 6. Funcţia norm¼a asociat¼a produsului scalar complex h�; �iC este
funçtia k�kC : C! R+ de�nit¼a astfel, pentru orice z 2 C:

kzkC =
p
hz; ziC.

Consecinţ�a 7. Pentru orice z 2 C, jzj =
p
zz = kzkC.

În urm¼atoarele exerci̧tii se prezint¼a propriet¼aţi de baz¼a ale modulului şi ale
operaţiei de conjugare reprezentând formule de calcul în C şi inegalit¼aţi speci�ce
derivate din de�ni̧tiile precedente.

Exerci̧tiu 8:1. Pentru orice z 2 C,
jzj = 0, z = 0, Re z = Im z = 0.

Exerci̧tiu 8:2. S¼a se veri�ce identit¼aţile urm¼atoare, pentru orice z; w 2 C:
1) z = z,
2) (z + w) = z + w şi (z � w) = z � w,
3) (zw) = zw,
4) z

w =
zw
ww =

z
jwj2 , dac¼a w 6= 0,

5)
�
1
w

�
= 1

w şi
�
z
w

�
= z

w , dac¼a w 6= 0,

20



|w|
z+w

|z|

z
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Figure 3: Inegalitatea triunghiului în C.

6) jzj = jzj,
7) jzwj = jzj jwj.
Exerci̧tiu 8:3. Pentru orice z; w 2 C,
1) Im z = 0, z = z , z 2 R,
2) Re z = 0, z = �z , z 2 I,
3) jRe zj � jzj ,
4) jIm zj � jzj ,
5) jz + wj � jzj+ jwj (inegalitatea triunghiului),
6) jzj � jRe zj+ jIm zj,
7) jjzj � jwjj � jz + wj.

De�ni̧tii 9: Fie z = x+ iy 2 Cr f0g.
(i) Un argument al lui z (unghi în coordonate polare) este un num¼ar real

� 2 R care satisface relaţia urm¼atoare numit¼a o reprezentare polar¼a a lui z:
1) z = r (cos � + i sin �),

unde r = jzj =
p
x2 + y2.

(ii) Pentru orice � 2 R, not¼am prin ei� num¼arul complex de�nit prin
2) ei� = cos � + i sin �.

Propozi̧tia 10: Fie z = x + iy 2 C r f0g şi Arg (z) muļtimea tuturor
argumentelor lui z, deci conform de�ni̧tiei precedente [1.4 Def.9. (i)1) şi (ii)2)]
rezult¼a egalitatea urm¼atoare:

Arg (z) =
�
� : � 2 R şi z = jzj ei�

	
.

Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
(i) � 2 Arg (z) dac¼a şi numai dac¼a � 2 R şi
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z=r(cos +isin )φ φ

φ

R

I

Figure 4: Reprezentare polar¼a în C

(
cos � = x

jzj
sin � = y

jzj
;

(ii) Arg (z) este o muļtime nevid¼a cu proprietatea c¼a pentru orice � 2 R,
exist¼a un num¼ar real unic ' 2 (�; �+ 2�] � R astfel încât ' 2 Arg (z), deci8<: cos' = x

jzj =
xp
x2+y2

sin' = y
jzj =

yp
x2+y2

.

De�ni̧tia 11:Valoarea principal¼a a argumentului lui z este un argument al
lui z notat prin arg z 2 Arg (z) şi de�nit prin num¼arul real unic ' 2 (��; �] din
[1.4 Prop. 10. (ii)] corespunz¼ator valorii � = ��.

Consecinţe 12. Fie z = x+ iy 2 Cr f0g.
(i) Valoarea principal¼a a argumentului lui z este un num¼ar real arg z cu

proprietatea �� < arg z � � şi care se calculeaz¼a cu relaţia urm¼atoare:

arg z =

8>>>><>>>>:

�
2 dac¼a x = 0 şi y > 0

��
2 dac¼a x = 0 şi y < 0

arctan
�
y
x

�
dac¼a x > 0

� + arctan
�
y
x

�
dac¼a x < 0 şi y � 0

�� + arctan
�
y
x

�
dac¼a x < 0 şi y < 0

.

(ii) Arg (z) = f� : � 2 R şi (9k 2 Z) � = arg z + 2k�g.
(iii) arg (zw) = arg (z) + arg (w) (mod 2�) ;

arg
�
z
w

�
= arg (z)� arg (w) (mod 2�) :
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Figure 5: Reprezentare polar¼a în C
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z
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α

α

R

I

Figure 6: Produsul az (a; z 2 C n f0; 1g).
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Figure 7: Muļtimea de puncte {-i,-1,1,i}

 i
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I

Figure 8: Triunghiul cu vârfurile z; i şi �i
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Im(z)>0

Sector circular

Semiplanul pozitiv

Figure 9: Sectoare în C

1.5 Muļtimi speciale de puncte în planul complex

De�ni̧tii 1: Fie a 2 C şi r � 0 un num¼ar real nenegativ.
(i) Discul deschis cu centrul în a 2 C şi de raz¼a r este

Dr(a) = fz 2 C : jz � aj < rg.
(ii) Discul închis cu centrul în z0 2 C şi de raz¼a r este

Dr(a) = fz 2 C : jz � aj � rg.
(iii) O vecin¼atate a punctului a este o muļtime de numere complexe V � C

cu proprietatea c¼a exist¼a r > 0 astfel încât Dr(a) � V . Mulţimea tuturor
vecin¼at¼aţilor lui a se noteaz¼a prin V(a), deci

V(a) = fV � C : V este o vecin¼atate a punctului ag.
(iv) Semiplanul superior deschis în C este

�+ = fz 2 C : Im z > 0g.
Semiplanul superior închis în C este

�+ = fz 2 C : Im z � 0g.
Analog se de�nesc semiplanul inferior deschis în C,

�� = fz 2 C : Im z < 0g
şi semiplanul inferior închis în C este

�� = fz 2 C : Im z � 0g.
(v) Un sector în C este o muļtime de puncte de forma urm¼atoare:

S�;� =
�
z 2 Cr f0g : z = jzj ei' cu � < ' < �

	
(� < �).

Dac¼a � � � = �
2 atunci S�;� este un unghi. Dac¼a � � � = � atunci S�;� = �

+

este un semiplan superior deschis.
De�ni̧tii 2: Pentru orice A � C de�nim urm¼atoarele muļtimi:
(i) mulţimea punctelor interioare lui A,

int(A) = fz 2 A : (9r > 0)Dr(z) � Ag,
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D D (z)r z*r*

Cr(z)

Figure 10: Ilustrarea condi̧tiei Dr(z) � D pentru o muļtime deschis¼a D � C

(ii) mulţimea punctelor aderente lui A,
adh(A) = fz 2 C : (8r > 0)Dr(z) \A 6= ;g,

(iii) mulţimea complement a lui A, Ac = CrA = fz 2 C : z =2 Ag,
(iv) mulţimea frontier¼a a lui A, fr(A) = adh(A) \ adh(Ac),
(v) mulţimea punctelor exterioare lui A; ext(A) = int(Ac),
(vi) mulţimea punctelor de acumulare ale lui A,

A0 = fz 2 C : z 2 adh(Ar fzg )g,
(vii) mulţimea vecin¼at¼aţilor lui A,

V(A) =
\
a2A

V(a).

De�ni̧tii 3. (i) O mulţime deschis¼a în C este o muļtime de puncte D � C
care satisface condi̧tia c¼a pentru orice z 2 D, muļtimea D este o vecin¼atate a
lui z, deci:
1) pentru orice z 2 D exist¼a r > 0 astfel încât Dr(z) � D [1.5 Fig. 10].
(ii) O mulţime închis¼a în C este o muļtime de puncte F � C cu proprietatea

c¼a muļtimea complement F c = Cr F este o muļtime deschis¼a, deci:
2) pentru orice z 2 F c = Cr F exist¼a r > 0 astfel încât Dr(z) \ F = ;.
Observa̧tii 4: Fie D şi F muļtimi de puncte în C.
(i) D este deschis¼a în C dac¼a şi numai dac¼a int(D) = D; rezult¼a c¼a muļtimea

vid¼a ; şi muļtimea C sunt muļtimi deschise:
int(;) = ; şi (8z 2 C)

�
8r 2 R�+

�
Dr (z) � C;

(ii) F este închis¼a în C dac¼a şi numai dac¼a adh(F ) = F .
Condi̧tia [1.5 Def. 3 (i) 1)] pentru ca o muļtime D s¼a �e deschis¼a exprim¼a

implicit faptul c¼a pentru orice punct z 2 D exist¼a un cerc Cr (z) cu centrul în z
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şi de raz¼a r > 0 şi o regiune circular¼a plan¼aDr(z) cu frontiera Cr (z) în interiorul
c¼areia orice segment orientat de origine z şi de extremitate un punct oarecare
z� situat pe orice raz¼a de lungime cel mult egal¼a cu r� < r este inclus în D [Fig.
10]. Din acest motiv, este convenabil ca studiul continuit¼aţii şi diferenţiabilit¼aţii
s¼a �e f¼acut pentru funçtii complexe de�nite pe muļtimi deschise.
Sunt de�nite urm¼atoarele operaţii cu muļtimi deschise:

1. dac¼a n 2 N şi (Dj)j=1;n este o familie �nit¼a de n muļtimi deschise atunci
nT
j=1

Dj este o muļtime deschis¼a;

2. dac¼a J este o muļtime nevid¼a (nu neap¼arat �nit¼a) şi (Dj)j2J este o familie
de muļtimi deschise atunci

S
j2J

Dj este o muļtime deschis¼a.

Condi̧tiile precedente 1. şi 2. împreun¼a cu faptul c¼a ; şi C sunt muļtimi
deschise exprim¼a proprietatea c¼a familia muļtimilor deschise în C,

� = fD � C : D este deschis¼ag,
formeaz¼a o topologie pe C. Aceast¼a topologie � coincide cu topologia canonic¼a
a spaţiului metric (C; d2), unde

d2 : C� C! R+ astfel încât (8z; w 2 C) d2 (z; w) = jz � wj,
este distanţa euclidian¼a în planul complex.

Consecinţe 5: Fie a 2 C. Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
(i) int(Dr(a)) = Dr(a), deci discul deschis Dr(a) este o muļtime deschis¼a;
(ii) adh(Dr(a)) = Dr(a), deci discul închis Dr(a) este o muļtime închis¼a;
(iii) frontiera discului deschis Dr(a) coincide cu frontiera discului închis

Dr(a) şi acestea reprezint¼a cercul Cr (a) � C din planul complex cu centrul
a 2 C şi de raz¼a r > 0 care este o muļtime închis¼a:

Cr (a) = fr(Dr(a)) = fr(Dr(a)) = fz 2 C : jz � aj = rg.
Observa̧tie 6: Planul complex C este un spaţiu metric, deci C este un spaţiu

topologic separat în sensul lui Hausdor¤ : pentru orice (z; w) 2 C�C cu z 6= w,
exist¼a Dz; Dw muļtimi deschise şi disjuncte Dz \Dw = ; cu z 2 Dz; w 2 Dw.
De�ni̧tia 7: Fie X;Y � C. Muļtimea X se numeşte dens¼a în muļtimea Y

dac¼a Y � adh(X). Deci, muļtimea X este dens¼a în C dac¼a şi numai dac¼a are
loc relaţia C = adh(X).
Exemple 8:Muļtimea Q�f0g este dens¼a în R şi muļtimea Q�Q este dens¼a

în C. Aceste rezultate se obţin pe baza faptului esenţial c¼a muļtimea numerelor
raţionale Q este dens¼a în R.
Reamintim acum de�ni̧tiile unor noţiuni cunoscute din planul euclidian real

care sunt necesare în continuare. Aceste noţiuni generale de analiz¼a real¼a sunt
introduse în acelaşi mod în orice spaţiu vectorial real normat altul decât C.
De�ni̧tii 9: (i) O mulţime m¼arginit¼a în C este o muļtime de puncte M � C

cu proprietatea c¼a exist¼a a 2 C şi exist¼a r > 0 astfel încât M � Dr(a).
(ii) O muļtime care nu este m¼arginit¼a în C se numeşte mulţime nem¼arginit¼a.
(iii) O mulţime compact¼a în C este o muļtime m¼arginit¼a şi închis¼a în C.
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w=z3

z=zo

z1

z2

Figure 11: Muļtime poligonal conex¼a
(z = z0; w = z3; Lp (z; w) = [z0; z1] [ [z1; z2] [ [z2; z3])

(iv) O mulţime conex¼a în C este o muļtime de puncte A � C cu proprietatea
c¼a nu exist¼a o pereche de muļtimi deschise şi nevide (U; V ) în C astfel încât
U \A 6= ;; V \A 6= ;; U \A \ V = ; şi A � U [ V .
(v) O muļtime care nu este conex¼a în C se numeşte mulţime neconex¼a.
(vi) Un domeniu (o regiune) în C este o muļtime D � C deschis¼a şi conex¼a.
(vii)Omulţime convex¼a în C este o muļtime de puncte S � C cu proprietatea

c¼a pentru orice pereche de puncte (a; b) 2 S � S rezult¼a c¼a segmentul orientat
[a; b] este inclus în S, adic¼a

[a; b] = f(1� �) a+ �b : � 2 [0; 1]g � S.
Exerci̧tiu 10: Daţi un exemplu de muļtime P � C satisf¼acând condi̧tia c¼a

P este conex¼a şi P nu este convex¼a. Exist¼a muļtimi Q � C care sunt convexe
şi nu sunt conexe ? Justi�caţi r¼aspunsul. O muļtime de puncte M � C se
numeşte poligonal conex¼a dac¼a pentru orice pereche de puncte (z; w) 2M �M
exist¼a o linie poligonal¼a Lp (z; w) conţinut¼a în M de origine z şi de extremitate
w, de�nit¼a printr-un şir �nit de puncte
z = z0; z1; :::; zn = w cu Lp (z; w) = [z0; z1] [ [z1; z2] [ ::: [ [zn�1; zn] �M .

S¼a se demonstreze urm¼atoarea implicaţie, pentru orice M � C:
(�) M poligonal conex¼a ) M conex¼a.
Implicaţia invers¼a are loc ? Justi�caţi r¼aspunsul. În leg¼atur¼a cu proprietatea

precedent¼a (�) în teorema urm¼atoare prezent¼am o caracterizare a muļtimilor
deschise poligonal conexe.
Teorema 11: Fie D � C o muļtime nevid¼a de puncte în C. Urm¼atoarele

a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Muļtimea D este un domeniu [1.5 Def.9 (vi)].
(ii) Muļtimea D este deschis¼a şi poligonal conex¼a [1.5 Ex.10].
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Demonstra̧tie: (i)) (ii). Presupunem c¼a D are proprietatea (i). Conform
[1.5 Def.9 (vi)] rezult¼a c¼a D este deschis¼a şi conex¼a [1.5 Def.9 (iv)]. Veri�c¼am
c¼a D este şi poligonal conex¼a. Fie a 2 D,
D1 (a) = fz 2 D : 9Lp (a; z) � D linie poligonal¼a de la a la zg

şi D2 (a) = D r D1 (a). Din a 2 D1 (a) rezult¼a c¼a D1 (a) 6= ;. Pentru a
demonstra c¼aD este poligonal conex¼a este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a ambele muļtimi
D1 (a) şi D2 (a) sunt deschise, deoarece în acest caz conform [1.5 Def.9 (iv)] şi
ipotezei c¼a D este conex¼a din D1 (a)\D2 (a) = ; şi D1 (a)[D2 (a) = D rezult¼a
exact relaţia dorit¼a D = D1 (a). Fie z 2 D. Atunci z 2 D1 (a) sau z 2 D2 (a).
Din faptul c¼a D este deschis¼a rezult¼a c¼a exist¼a r 2 R�+ astfel încât Dr (z) � D.
Fie w 2 Dr (z), deci [z; w] � Dr (z) � D. Dac¼a z 2 D1 (a) atunci w 2 D1 (a)
deoarece exist¼a o linie poligonal¼a conţinut¼a în D de la a la w via z, deci în acest
caz rezult¼a Dr (z) � D1 (a). Dac¼a z =2 D1 (a) atunci w =2 D1 (a). Prin urmare
(8j = 1; 2) [z 2 Dj (a)) Dr (z) � Dj (a)],

deci într-adev¼ar D1 (a) şi D2 (a) sunt muļtimi deschise în C.
(ii)) (i). Presupunem c¼a D are propriet¼aţile (ii). Conform [1.5 Ex.10 (�)]

din faptul c¼a D este poligonal conex¼a rezult¼a c¼a D este conex¼a, dar conform (ii)
avem c¼a D este şi deschis¼a, deci conform [1.5 Def.9 (iv)] rezult¼a (i).

Încheiem acest paragraf cu prezentarea extensiei funçtiei distanţ¼a euclidian¼a
pe C la o funçtie distanţ¼a generalizat¼a pe muļtimea p¼aŗtilor lui C,

d2 : P (C)� P (C)! R+.
De�ni̧tii 12: Fie A;B � C astfel încât A şi B sunt nevide.
(i) Diametrul lui A este un num¼ar real �nit sau in�nit, notat prin

diam(A) 2 R+ = [0;+1] şi de�nit prin relaţia urm¼atoare:
diam(A) = sup fja1 � a2j : a1; a2 2 Ag.

(ii) Distanţa dintre mulţimile A şi B este un num¼ar real, d2(A;B) � 0,
de�nit prin relaţia urm¼atoare:

d2(A;B) = inf fja� bj : (a; b) 2 A�Bg.

1.6 Proieçtia stereogra�c¼a

În spaţiul a�n euclidian real R3 în raport cu un reper ortonormal (OXY Z)
consider¼am sfera unitate S1 (0) � R3 de ecuaţie cartezian¼a

x2 + y2 + z2 = 1.
Identi�c¼am muļtimea numerelor complexe C cu muļtimea punctelor din

planul cartezian (XOY ), deci num¼arul complex z = x + iy 2 C se identi�c¼a
cu punctul Pz = (x; y; 0) 2 R3 din planul cartezian (XOY ).
Fie N = (0; 0; 1) 2 S1 (0). Pentru orice z 2 C, �e z[1] 2 S1 (0) punctul unic

de pe sfera S1 (0) care reprezint¼a punctul de interseçtie al semidreptei NPz cu
sfera S1 (0), deci

NPz \ S1 (0) = fz[1]g, pentru orice z = x+ iy 2 C.
Un punct oarecare al semidreptei NPz este de forma
(1� �)N + �Pz = (0; 0; 1) + �(x; y;�1) = (�x; �y; 1� �) cu � > 0

şi acest punct coincide cu z[1] dac¼a apaŗtine sferei S1 (0), deci
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Figure 12: Plan complex extins

z[1] = (�x; �y; 1� �)
pentru � > 0 veri�când relaţia

�2x2 + �2y2 + (1� �)2 = 1,
ceea ce implic¼a

� = 2
1+x2+y2 =

2
1+jzj2 .

Rezult¼a c¼a pentru orice z = x+ iy 2 C,
z[1] =

�
2x

1+jzj2 ;
2y

1+jzj2 ;
jzj2�1
1+jzj2

�
2 S1 (0).

Fie 1 un element �xat astfel încât 1 =2 C. De�nim o muļtime C care extinde
muļtimea C prin relaţia: C = C [ f1g. Fie g : C! S1 (0) funçtia de�nit¼a prin
condi̧tiile urm¼atoare:

g(1) = (0; 0; 1) = N şi g(z) = z[1], dac¼a z = x+ iy 2 C.
Atunci g este o funçtie bijectiv¼a de la C pe sfera unitate S1 (0).
Proiecţia stereogra�c¼a este funçtia f : S1 (0) ! C care reprezint¼a inversa

funçtiei bijective g : C! S1 (0) de�nite anterior. Rezult¼a c¼a f satisface relaţiile:
f(N) =1 şi f(P ) = zP , dac¼a P 2 S1 (0)r fNg,

unde zP = xP + iyP 2 C este num¼arul complex unic de�nit de punctul de
interseçtie al semidreptei NP cu planul (XOY ):

NP \ (XOY ) = f(xP ; yP ; 0)g, dac¼a P 2 S1 (0)r fNg.
Dac¼a P = (x; y; z) 2 S1 (0)r fNg atunci

z 6= 1 şi x2 + y2 + z2 = 1,
deci din condi̧tia (xP ; yP ; 0) 2 NP rezult¼a urm¼atoarea expresie analitic¼a a
proieçtiei stereogra�ce f : S1 (0)! C:

f(0; 0; 1) =1,
f(x; y; z) = x

1�z + i
y
1�z , dac¼a x

2 + y2 + z2 = 1 şi z 6= 1.
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1.7 Planul complex extins

Fie d3 : R3 � R3 ! R+ distanţa euclidian¼a şi N = (0; 0; 1). Pentru orice
puncte din spaţiul real P;Q 2 R3 şi orice num¼ar complex z = x+ iy 2 C not¼am
jPQj = d3(P;Q) şi jNzj = d3(N;Pz) =

q
1 + jzj2, unde Pz = (x; y; 0) 2 R3.

Consider¼am muļtimea C = C [ f1g şi funçtia bijectiv¼a g : C ! S1 (0) de la C
pe sfera unitate S1 (0) de�nite în paragraful precedent 1.6. De�nim o funçtie
q : C� C! R+ prin condi̧tia c¼a pentru orice (�; �) 2 C� C,

q(�; �) = d3(g(�); g(�)) = jg(�)g(�)j,
deci q (�; �) 2 R+ este lungimea coardei

[g (�) ; g (�)] = f(1� �) g (�) + �g (�) : � 2 [0; 1]g � R3
determinate în spaţiul euclidian real R3 de perechea de puncte ale sferei unitate
(g (�) ; g (�)) corespunz¼atoare perechii de puncte (�; �) prin funçtia bijectiv¼a

g � g : C� C! S1 (0)� S1 (0).
Exerci̧tiu 1: Funcţia q : C� C! R+ este o funcţie distanţ¼a pe C.
Rezolvare. Fie �; �; 
 2 C. Rezult¼a

q(�; �) = d3(g(�); g(�)) = d3(g(�); g(�)) = q(�; �) � 0,
deci q este o funçtie nenegativ¼a şi simetric¼a. Deoarece g este injectiv¼a obţinem:

q(�; �) = 0, d3(g(�); g(�)) = 0, g(�) = g(�), � = �.
În plus, din inegalitatea triunghiului pentru distanţa euclidian¼a din R3 rezult¼a
q(�; 
) = d3(g(�); g(
)) � d3(g(�); g(�))+d3(g(�); g(
)) = q(�; �)+q(�; 
),

deci q satisface inegalitatea triunghiului pe C.
De�ni̧tia 2: Planul complex extins este spaţiul metric (C; q) cu muļtimea

punctelor C = C [ f1g şi funçtia distanţ¼a q de�nit¼a anterior pe care o numim
distanţa sferic¼a. Elementul 1 2 C se numeşte punctul de la in�nit.
Convenţii de calcul în C. Când se lucreaz¼a în C se adopt¼a urm¼atoarele

convenţii:
(8a 2 C) a�1 = �1+ a =1;
(8a 2 C) a � 1 =1 � a =1;
1+1 =1 �1 =1 =1;
(8a 2 C) a

1 = 0;
(8a 2 Cr f0g) a0 =1:

Expresiile 1�1 şi 11 nu sunt de�nite.

Exerci̧tiul urm¼ator stabileşte relaţia dintre distanţa sferic¼a restrâns¼a la C şi
distanţa euclidian¼a d2 în planul complex C. Acest rezultat se utilizeaz¼a pentru
caracterizarea muļtimilor deschise în planul complex extins.

Exerci̧tiu 3: Funçtia q satisface condi̧tiile urm¼atoare, pentru orice z; w 2 C:
1) q(z;1) = 2p

1+jzj2
,

2) q(z; w) = 1
2 jz � wj q(z;1)q(w;1).

Rezolvare. Fie z; w 2 C.
1) Din de�ni̧tiile funçtiilor q : C� C! R+ şi g : C! S1 (0) rezult¼a

q(z;1) = d3 (g (z) ; g (1)) = d3(z[1]; N) =
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r�
2x

1+jzj2

�2
+
�

2y
1+jzj2

�2
+
�
jzj2�1
1+jzj2 � 1

�2
=r

4(x2+y2+1)

(1+jzj2)
2 =

2p
1+jzj2

,

ceea ce implic¼a 1).
2) Din relaţia 1) rezult¼a

q(z;1) = jNz[1]j = 2
jNzj

şi din de�ni̧tia funçtiei q obţinem
q(z; w) = jz[1]w[1]j.

Utilizând teorema cosinusului în triunghiurile PzNPw şi z[1]Nw[1] pentru
unghiul lor comun


 = \PzNPw = \z[1]Nw[1]
cu vârful în N rezult¼a urm¼atoarele relaţii:

jz[1]w[1]j2 = jNz[1]j2 + jNw[1]j2 � 2 jNz[1]j jNw[1]j cos 
,
jz � wj2 = jNzj2 + jNwj2 � 2 jNzj jNwj cos 
.

Obţinem urm¼atorul şir de egalit¼aţi:
[q(z; w)]2 = jz[1]w[1]j2 =
4

jNzj2 +
4

jNwj2 � 2
2

jNzj
2

jNwj cos 
 =
4

jNzj2jNwj2 jz � wj
2,

deci
q(z; w) = 1

2 jz � wj
2

jNzj
2

jNwj =
1
2 jz � wj q(z;1)q(w;1),

ceea ce implic¼a egalitatea 2) din enunţ.
Exerci̧tiile urm¼atoare exprim¼a faptul c¼a proieçtia stereogra�c¼a transform¼a

cercurile sferei unitate în cercuri din planul complex C sau drepte din planul
complex C reunite cu punctul de la in�nit 1.
Exerci̧tiu 4: Fie � � S1 (0) un cerc pe sfera unitate din R3. Dac¼a N =2 �

atunci exist¼a un cerc în planul complex 
 � C = (XOY ) astfel încât g(
) = �.
Dac¼a N 2 � atunci exist¼a o dreapt¼a în planul complex d � C = (XOY ) astfel
încât g(d [ f1g) = �.
Rezolvare. Din ipotez¼a rezult¼a c¼a � = S1 (0)\ �, unde � � R3 este un plan,
� : Ax+By + Cz = D cu A2 +B2 + C2 6= 0.
Fie z = x+ iy 2 C. Atunci
g(z) = z[1] 2 � , A(2x) +B(2y) + C(jzj2 � 1) = D(1 + jzj2),
de unde rezult¼a
g(z) 2 � , (C �D)(x2 + y2) + 2Ax+ 2By = C +D:

Dac¼a N =2 � atunci C 6= D, deci exist¼a un cerc 
 � C de ecuaţie

 : (C �D)(x2 + y2) + 2Ax+ 2By = C +D

astfel încât g(
) = �. Dac¼a N 2 � atunci C = D şi A2 + B2 6= 0, deci exist¼a
o dreapt¼a în planul complex d � C de ecuaţie d : Ax + By = C astfel încât
g(d [ f1g) = �.
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Exerci̧tiu 5: Dac¼a d � C este o dreapt¼a şi 
 � C este un cerc în planul
complex atunci muļtimile imagine g(d [ f1g) � S1 (0) şi g(
) � S1 (0) sunt
ambele cercuri pe sfera unitate astfel încât N 2 g(d [ f1g) şi N =2 g(
).
Rezolvare. Fie d � C o dreapt¼a în planul complex de ecuaţie

d : Ax+By = C (A2 +B2 6= 0).
Din relaţia

g (z) =
�

2x
1+jzj2 ;

2y
1+jzj2 ;

jzj2�1
1+jzj2

�
rezult¼a c¼a g(d [ f1g) = �, unde � = S1 (0) \ �d este interseçtia dintre sfera
S1 (0) şi planul �d de ecuaţie Ax+By+Cz = C, deci � este un cerc cu N 2 �.
Fie 
 � C un cerc în planul complex de ecuaţie


 : (x� x0)2 + (y � y0)2 = r2 (r > 0).
Din ecuaţia cercului


 : (x2 + y2)� 2x0x� 2y0y = r2 � (x20 + y20)
şi de�ni̧tia lui g rezult¼a c¼a g(
) = �, unde � = S1 (0)\�
 este interseçtia dintre
S1 (0) şi planul �
 de ecuaţie

�
 : Ax+By + Cz = D,
cu coe�cienţii (A;B;C;D) satisf¼acând relaţiile urm¼atoare:8>><>>:

A = �x0
B = �y0
C �D = 1
C +D = r2 � (x20 + y20)

.

Deci g(
) = � şi � este un cerc astfel încât N =2 �.
De�ni̧tii 6: Pentru � 2 C şi r > 0 not¼am
Qr(�) = f� 2 C : q(�; �) < rg şi Qr(�) = f� 2 C : q(�; �) � rg;
V (�) = fV � C : (9r > 0)Qr(�) � V g.
(i) Muļtimea Qr(�) se numeşte un disc sferic deschis şi muļtimea Qr(�) se

numeşte un disc sferic închis cu centrul în � şi de raz¼a r.
(ii) O muļtime V 2 V (�) se numeşte o vecin¼atate a lui � în C.
(iii) O muļtimeD � C se numeşte muļtime deschis¼a în planul complex extins

(C; q) dac¼a veri�c¼a urm¼atoarea relaţie:
(8� 2 D) D 2 V (�).

Exerci̧tiu 7: Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
1) q(�; �) � 2;8(�; �) 2 C� C;
2) q(z; w) � 2 jz � wj ;8(z; w) 2 C2;
3) C = Q2(0) = f� 2 C : q(�; 0) � 2g.

Rezolvare. 1) Fie (�; �) 2 C� C. Rezult¼a
q(�; �) = d3(g(�); g(�)) � diam(S1 (0)) = 2,
unde diam(S1 (0)) este diametrul sferei unitate [1.5 Def. 10. (i)]
2) Relaţia din enunţ rezult¼a din [1.7 Ex. 3. 2)] şi [1.7 Ex 7. 1)].
3) Fie � 2 C. Dac¼a � = z 2 C atunci
q(�; 0) = d3(z[1]; 0[1]) < d3(N; 0[1]) = 2.
Dac¼a � =1 atunci q(�; 0) = d3(N; 0[1]) = 2.
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În exerci̧tiile urm¼atoare se prezint¼a propriet¼aţi din care rezult¼a echivalenţa
dintre spaţiile metrice (C; d2) şi (C; q) împreun¼a cu caracterizarea mulţimilor
deschise ale planului complex extins (C; q).
Exerci̧tiu 8: Fie z0 2 C şi r > 0.
1) Exist¼a � > 0 astfel încât D�(z0) � Qr(z0).
2) Exist¼a � > 0 astfel încât Q�(z0) � Dr(z0).

Rezolvare. 1) Fie � = r=2. Conform [1.7 Ex. 7. 2)] din jz � z0j < � = r=2
rezult¼a q(z; z0) � 2 jz � z0j < 2� = r, deci D�(z0) � Qr(z0).
2) Fie � > 0 şi z 2 C. Conform [1.7 Ex. 3. 2)] rezult¼a
q(z; z0) < � , jz � z0j < 2�

q(z;1)q(z0;1) .
Din relaţia q(z0;1) � q(z; z0) + q(z;1), deducem
q(z; z0) < � ) q(z;1) > q(z0;1)� �.

Deci, pentru orice z 2 C şi � > 0 cu proprietatea q (z0;1)�� > 0 este satisf¼acut¼a
urm¼atoarea implicaţie:
(1) q(z; z0) < � ) jz � z0j < 2�

q(z0;1)[q(z0;1)��] .
Exist¼a � > 0 astfel încât
(2) q (z0;1)� � > 0 şi 2�

q(z0;1)[q(z0;1)��] � r.
De exemplu, dac¼a de�nim � prin relaţia urm¼atoare:

(3) � = min
�
1
2q (z0;1) ;

r[q(z0;1)]2

2+rq(z0;1)

�
,

rezult¼a (2).
Din (1) şi (2) rezult¼a c¼a pentru � > 0 dat prin (3) este satisf¼acut¼a urm¼atoarea

implicaţie, pentru orice z 2 C:
q(z; z0) < � ) jz � z0j < r,

ceea ce implic¼a relaţia din enunţ:
Q�(z0) � Dr(z0),

deci 2) are loc.
Exerci̧tiu 9: Fie D � C. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Muļtimea D este deschis¼a în spaţiul metric (C; d2).
(ii) Muļtimea D este deschis¼a în spaţiul metric (C; q).
Rezolvare. (i)) (ii). Presupunem (i). Fie z0 2 D. Din (i) rezult¼a c¼a exist¼a

r > 0 astfel încât Dr(z0) � D, dar conform [1.7 Ex.8. 2)] exist¼a � > 0 astfel
încât Q�(z0) � Dr(z0), deci exist¼a � > 0 astfel încât Q�(z0) � D. Rezult¼a (ii).
(ii) ) (i). Presupunem (ii). Fie z0 2 D. Din (ii) rezult¼a c¼a exist¼a r > 0

astfel încât Qr(z0) � D, dar conform [1.7 Ex. 8. 1)] exist¼a � > 0 astfel încât
D�(z0) � Qr(z0), deci exist¼a � > 0 astfel încât D�(z0) � D. Rezult¼a (i).
Exerci̧tiu 10: Fie D � C. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Muļtimea D este deschis¼a în planul complex extins (C; q).
(ii) Muļtimea D are una din urm¼atoarele propriet¼aţi:

d1) 1 =2 D şi muļtimea D este deschis¼a în
spaţiul metric (C; d2);

d2) 1 2 D şi exist¼a o muļtime compact¼a K în
spaţiul metric (C; d2) astfel încât D = CrK.
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Rezolvare. (i) ) (ii). Presupunem (i). Dac¼a D = C atunci d2) are loc
pentru K = ;. Presupunem c¼a D 6= C. Dac¼a 1 =2 D atunci D � C şi D este
deschis¼a în (C; q), deci conform [1.7 Ex. 9] rezult¼a c¼a d1) are loc. Consider¼am
acum cazul 1 2 D. În acest caz, conform ipotezei (i) rezult¼a c¼a exist¼a r > 0
astfel încât r � 2 şi Qr(1) � D. Fie K = CrD = (Dr f1g)c � C. Conform
ipotezei (i) rezult¼a de asemenea c¼a D r f1g � C este o muļtime deschis¼a în
(C; q), deci conform [1.7 Ex. 9] aceast¼a muļtime este deschis¼a în (C; d2). Rezult¼a
c¼a muļtimea K este închis¼a în (C; d2). Din relaţia Qr(1) � D şi de�ni̧tia
muļtimii K rezult¼a
(8z 2 K = CrD) q(z;1) = 2p

1+jzj2
� r,

ceea ce implic¼a relaţia
K � D�(0) = fz 2 C : jzj � �g cu � = 1

r

p
4� r2.

Prin urmare, K este m¼arginit¼a şi închis¼a în (C; d2), deci K este compact¼a şi
D = CrK, ceea ce înseamn¼a c¼a d2) are loc. Proprietatea (ii) este veri�cat¼a.
(ii)) (i). Presupunem (ii). Dac¼a D veri�c¼a d1) atunci conform [1.7 Ex. 9]

rezult¼a c¼a (i) are loc. Presupunem c¼a D veri�c¼a d2), deci1 2 D = CrK, unde
K � C este m¼arginit¼a şi închis¼a în planul complex C. Rezult¼a c¼a exist¼a � > 0
astfel încât K � D�(0). Fie � 2 D. Veri�c¼am (i) considerând dou¼a cazuri.
Cazul 1. � =1; alegem r 2 R�+ astfel încât
0 < r < 2p

1+�2

şi deducem c¼a pentru orice z 2 C,
z 2 Qr (�)) q (z; �) = q (z;1) = 2p

1+jz2j
< r )

2p
1+jz2j

< 2p
1+�2

) jzj > � ) z 2 CrD�(0)) z 2 CrK,
deci în acest caz rezult¼a
Qr(�) = Qr(1) � D = CrK.
Cazul 2. � 2 C; în acest caz rezult¼a c¼a � 2 C \ D = C r K cu C r K

deschis¼a în (C; d2), dar conform [1.7 Ex. 9] deducem c¼a C rK este o muļtime
deschis¼a în (C; q), deci exist¼a r > 0 astfel încât Qr(�) � CrK � D.
Prin urmare, (i) are loc.

1.8 Teme de cas¼a

1.8.1 Set 1

1. (i) S¼a se reprezinte în forma exponenţial¼a rei� numerele complexe:
a) 1� i b) i7 c)

p
2 (1 + i) d) 2

�
1 +

p
3i
�

(ii) S¼a se reprezinte în forma cartezian¼a x+ iy numerele complexe:
a) e

�i
3 b) 7e�i� c) 3e

7i�
2 d) e

3�i
2

2. S¼a se reprezinte în forma polar¼a jzj (cos arg z + i sin arg z) urm¼atoarele
numere complexe z de�nite prin:
a) (1� i)

�
1� i

p
3
�

b) (1� i)�1 c)
p
2�i
1+i

d)
�
1�

p
3i
�3
.
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ω1

ω2

Figure 13: R¼ad¼acinile ecuaţiei cubice z3 = 1 [ex. 6 a)]

3. S¼a se reprezinte urm¼atoarele ecuaţii cu variabila necunoscut¼a z 2 C sub
forma unor ecuaţii depinzând de variabilele r şi ', unde z = rei':
a) jzj3 = 27 b)

��z2 � 1�� = 1 c) arg z = 2�
3

d) arg (iz) = �
4 e) arg

�
z2
�
= �

2 .

4. Pentru orice num¼ar natural n 2 N, s¼a se calculeze:
a)
�
1+i
1�i

�n
b)
�p
3 + i

�n
+
�p
3� i

�n
:

5. Utilizând expresia sumei �nite de numere complexe sn =
nX
k=1

eik', s¼a se

demonstreze urm¼atoarea formul¼a de calcul:

�1 + 2
nX
k=1

cos (k') =
sin((2n+1)'2 )

sin('2 )
, dac¼a ' 6= 2k� (k 2 Z).

Explicitaţi formula de calcul a sumei
nX
k=1

sin (k').

6. Utilizând soluţiile ecuaţiei cosn' + i sinn' = �1 (necunoscuta ' 2 R şi
n 2 N �xat), s¼a se rezolve ecuaţiile urm¼atoare cu necunoscuta z 2 C :
a) z3 � 1 = 0 b) z4 + 1 = 0 c) z6 + 1 = 0.

7. S¼a se rezolve ecuaţiile urm¼atoare cu necunoscuta z 2 C :
a) z7 + z6 + :::+ z + 1 = 0;

b) (z + 1)
6 � (z � 1)6 = 0;

c) z2 � z + 1 = 0;
d) z6 � z4 + z2 � z + 1 = 0:
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Figure 14: Cercul lui Apollonius [1.8.2 Ex. 1]

8. Fie z 2 C astfel încât z3 = �1 şi z 6= �1. S¼a se determine valoarea
expresiei 1

z2(z�1)2 .

9. S¼a se demonstreze c¼a pentru orice z 2 C:
jzj � jRe zj+ jIm zj �

p
2 jzj. Daţi exemple de numere complexe z pentru

care inegalit¼aţile precedente sunt stricte.

10. Fie z; w 2 C. S¼a se demonstreze identitatea:
jz + iwj2 + jw + izj2 = 2

�
jzj2 + jwj2

�
.

11. Utilizând ex. 7. s¼a se demonstreze c¼a pentru orice z; w 2 C:
j1� zwj2�jz � wj2 =

�
1� jzj2

��
1� jwj2

�
. S¼a se deduc¼a de aici c¼a dac¼a

jzj < 1 şi jwj < 1 atunci
��� z�w1�zw

��� < 1.
12. Fie z; w 2 C astfel încât z 6= w.

(i) S¼a se demonstreze c¼a Re
�
w+z
w�z

�
= jwj2�jzj2

jw�zj2 .

(ii) Fie z = rei� şi w = Rei', cu 0 < r < R. Utilizând relaţia
jw � zj2 = (w � z) (w � z) s¼a se demonstreze c¼a
jw � zj2 = R2 � 2Rr cos (� � ') + r2.
S¼a se deduc¼a relaţia urm¼atoare:
Re
�
w+z
w�z

�
= R2�r2

R2�2Rr cos(��')+r2 .
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1.8.2 Set 2

1. Fie �; � 2 C cu � 6= � şi � 2 R cu � > 0 şi � 6= 1. S¼a se demonstreze c¼a
ecuaţia urm¼atoare reprezint¼a un cerc C:

��� z��z��

��� = �. Ar¼ataţi c¼a cercul C
coincide cu cercul lui Apollonius de�nit prin locul geometric al punctelor
P din plan cu proprietatea c¼a AP

PB = �, unde A = �, B = � şi P = z.

Indicaţie Fie � = �1 + i�2 şi � = �1 + i�2. Pentru z = x + iy stabili̧ti

c¼a ecuaţia din enunţ
��� z��z��

��� = � este echivalent¼a cu o ecuaţie de forma

(x� x0)2 + (y � y0)2 = r2, unde r > 0, x0 = �1��2�1
1��2 şi y0 =

�2��2�2
1��2 .

2. Fie z 2 C, R � C dreapta real¼a şi I � C dreapta imaginar¼a. Atunci:
2.1 z 2 R , una din urm¼atoarele condi̧tii este îndeplinit¼a:
a) Im z = 0;
b) z = z;
c) jz � �j = jz � �j cu � 2 C astfel încât Im� 6= 0.
2.2 z 2 I , una din urm¼atoarele condi̧tii este îndeplinit¼a:
a) Re z = 0;
b) z = �z;
c) jz � 1j = jz + 1j.

3. Fie �; � 2 Cr (P0) puncte distincte � 6= � pe cercul cu centrul în punctul
P0 (x0; y0) şi de raz¼a r > 0. Fie P un punct variabil pe un arc 
 al cercului
respectiv de extremit¼aţi A = � şi B = �. Atunci m¼arimea unghiului\APB
este o constant¼a �. S¼a se demonstreze c¼a ecuaţia arcului circular 
 este
urm¼atoarea:
arg
�
z��
z��

�
= � (mod 2�).

Fie Q un punct pe arcul � opus lui 
 având aceleaşi extremit¼aţi � şi
�. Atunci unghiul \AQB are o m¼arime constant¼a egal¼a cu � � �. S¼a se
demonstreze c¼a ecuaţia arcului circular � este urm¼atoarea:
arg
�
z��
z��

�
= � (� � �) (mod 2�).

1.8.3 Set 3

1. Punctele p; q 2 C cu p 6= q se numesc inverse în raport cu un cerc Cr(a)
de centru a 2 C, de raz¼a r > 0 (r 2 R) şi de ecuaţie cartezian¼a jz � aj = r
dac¼a veri�c¼a relaţia urm¼atoare: (p� a) (q � a) = r2. Fie �; � 2 C cu
� 6= � şi � 2 R cu � > 0.
a) S¼a se demonstreze c¼a dac¼a � 6= 1 atunci punctele � şi � sunt puncte

inverse în raport cu cercul lui Apollonius de ecuaţie
��� z��z��

��� = � (a se vedea
1.8.2 Ex.1).

b) Fie d (�; �) =
n
z 2 C :

��� z��z��

��� = 1o � C. S¼a se precizeze gra�cul

muļtimii de puncte d (�; �) şi interpretarea geometric¼a a punctelor � şi
� în raport cu d (�; �).
c) Fie �; � 2 C cu � 6= �. De�nim dou¼a familii de cercuri astfel:
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Figure 15: Arcele circulare opuse\APB şi\AQB

1) C�1 (�; �) astfel încât z 2 C�1 (�; �) ,
��� z��z��

��� = � cu � 2 R şi � > 0,

deci pentru � 6= 1 rezult¼a c¼a C�1 (�; �) este un cerc Apollonius având �
şi � puncte inverse, iar pentru � = 1 avem c¼a C�1 (�; �) = d (�; �) este
muļtimea de puncte de la b);
2) C�2 (�; �) astfel încât

z 2 C�2 (�; �), arg
�
z��
z��

�
=

�
�

� (� � �) (mod 2�) ,

relativ la � şi � cu � 2 R. Familiile de cercuri
�
C�1 (�; �)

�
�2R�+

şi

(C�2 (�; �))�2R se numesc cercuri coaxiale. S¼a se demonstreze c¼a pentru
orice (�; �) 2 R�+ � R cu � 6= 1, cercurile corespunz¼atoare C�1 (�; �) şi
C�2 (�; �) sunt ortogonale.

Rezolvare. a) Presupunem c¼a � 6= 1. Conform [1.8.2 Ex.1], cercul lui
Apollonius din enunţ are urm¼atoarea ecuaţie cartezian¼a:
(x� x0)2 + (y � y0)2 = r2 (r > 0),
unde pentru z = x + iy 2 C punct cu proprietatea c¼a

��� z��z��

��� = �,

� = �1 + i�2 şi � = �1 + i�2 rezult¼a z 2 Cr (x0; y0) cu x0 =
�1��2�1
1��2 şi

y0 =
�2��2�2
1��2 . Acest rezultat se obţine din faptul c¼a ecuaţia din enunţ se

scrie echivalent sub forma urm¼atoare:
jz � �j2 = �2 jz � �j2,
ceea ce implic¼a
(x� �1)2 + (y � �2)2 = �2 (x� �1)

2
+ �2 (y � �2)

2,
relaţie care conduce la rezultatul menţionat. Dreapta determinat¼a de
punctele distincte � 6= � intersecteaz¼a cercul Cr (x0; y0) în dou¼a puncte z1

39



a

β

Figure 16: Puncte inverse [1.8.3 Ex. 1 a)]

β

Figure 17: Cercuri coaxiale
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şi z2 care sunt extremit¼aţi ale unui diametru al cercului veri�când relaţiile
urm¼atoare:
z1 � � = � (z1 � �) şi z2 � � = �� (z2 � �).
Rezult¼a c¼a relativ la ecuaţia cartezian¼a a cercului Cr (x0; y0) scris¼a în
forma
jz � z0j = r (z0 = x0 + iy0)
avem
z0 =

z1+z2
2 şi r = jz1�z2j

2 .
deci
�� z0 = 1

2 [(�� z1) + (�� z2)] =
1
2� [(� � z1)� (� � z2)] =
1
2� (z2 � z1)
şi în mod similar
� (� � z0) = � 12 [(� � z1) + (� � z2)] =
1
2 [(z2 � �)� (z1 � �)] =
1
2 (z2 � z1).
Deducem relaţiile urm¼atoare:
(�� z0) (� � z0) =�
1
2� (z2 � z1)

� �
1
2� (z2 � z1)

�
=

1
4 (z2 � z1) (z2 � z1),
ceea ce implic¼a
(�� z0) (� � z0) = 1

4 (z1 � z2) (z1 � z2) = r
2.

Relaţia precedent¼a exprim¼a exact faptul c¼a punctele � şi � sunt puncte
inverse relativ la cercul lui Apollonius.
Rezolvare b) Conform de�ni̧tiei muļtimii d (�; �) rezult¼a
(8z 2 C) [z 2 d (�; �), jz � �j = jz � �j],
deci d (�; �) este o dreapt¼a astfel încât � =2 d (�; �), � =2 d (�; �) şi punctele
�; � cu � 6= � sunt simetrice faţ¼a de aceast¼a dreapt¼a.

2. Fie cercul de ecuaţie cartezian¼a jz � 3j = 2. Determinaţi o ecuaţie a

cercului respectiv C2 (3) de forma
��� z��z��

��� = � cu �; � 2 R.
Indicaţie. Aplicaţi [1.8.3 Ex.1 a)].

3. a) S¼a se demonstreze c¼a punctele �; � 2 C sunt inverse relativ la cercul
unitate jzj = 1 dac¼a şi numai dac¼a � 6= 0 şi � = 1

� . S¼a se determine � 2 C
astfel încât ecuaţia cercului unitate s¼a �e

��� z���z�1

��� = �
j�j , unde � 2 Cr f0g.

b) S¼a se determine centrul şi raza cercului de ecuaţie
�� z�1
z

�� = � (� > 0
num¼ar real �xat).
c) Fie �; � 2 C cu � 6= �. Not¼am prin C1 (�; �) un cerc de ecuaţie��� z��z��

��� = � şi prin C2 (�; �) un cerc de ecuaţie
arg
�
z��
z��

�
=

�
�

� (� � �) (mod2�).

Cercurile C1 (�; �) şi C2 (�; �) se numesc cercuri coaxiale. Reprezentaţi
gra�c cu calculatorul 3 perechi de cercuri coaxiale (C1 (�; �) ; C2 (�; �))
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alegând convenabil numerele complexe � şi �. S¼a se demonstreze c¼a orice
pereche de cercuri coaxiale sunt ortogonale.

4. Determinaţi muļtimile de puncte din planul complex de�nite de �ecare
dintre ecuaţiile urm¼atoare:
a) jz + 3j = 7; b) jz � 2ij = jz + ij ;
c) jiz + 1j = jiz � 1j ; d)

��z � ei�3 �� = jz � 1j.
5. S¼a se reprezinte gra�c muļtimile de puncte din planul complex de�nite de
�ecare din relaţiile urm¼atoare:
a) Im (z + i) < 2; b) jz � ij < jz � 1j ;
c) jz + ij � 3; d) jz � 1 + ij � jz � 1� ij ;
e) Im

�
z+i
2i

�
< 0; f) 1 < Re z � 3;

g) Re z 6= 0; h) jz � 1j < 1 şi jzj = jz � 2j.

6. S¼a se reprezinte gra�c �ecare din muļtimile urm¼atoare de puncte din C:
a) jz � 1� 2ij > 1;
b) jz � ij 6= jz � 1j ;
c) z = jzj ei' cu �� < ' � �

4 ;
d) jz � 2j > 3 şi jzj < 2.

7. a) S¼a se determine centrul şi raza pentru �ecare din muļtimile de puncte
în C care sunt cercuri:
1. jz � 3ij = jz + ij ;
2. jz + 1j = 4 jz � 1j ;
3. jz � ij = 2 jzj ;
4. 2 jz � ij = jzj.
b) S¼a se determine pentru �ecare din cercurile urm¼atoare o pereche de
puncte inverse (�; �) 2 C2 cu � 6= � şi apoi s¼a se expliciteze ecuaţiile

cercurilor respective în forma
��� z��z��

��� = � (� > 0 şi � 6= 1):
5. jz � 1j = 2;
6. jz � ij =

p
2;

7. jz � 1� ij = 2.

1.9 Transform¼ari Möbius

De�ni̧tia 1: O transformare Möbius este o funçtie f : C ! C care are o
expresie de forma urm¼atoare:�

8z 2 C
�
f(z) = az+b

cz+d (a; b; c; d 2 C cu ad� bc 6= 0).
Observa̧tie 2: Fie a; b; c; d 2 C astfel încât ad � bc = 0. Sunt posibile

urm¼atoarele cazuri:
c1) a = 0 sau d = 0; în acest caz rezult¼a b = 0 sau c = 0 şi deducem:

� a = 0 şi b = 0 ) (c = 0 şi d = 0) (f (z) nede�nit¼a, 8z 2 C) sau
(c 6= 0 şi d = 0) (f(z) = 0, dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a) sau
(c = 0 şi d 6= 0) (f(z) = 0, dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a) sau
(c 6= 0 şi d 6= 0) (f(z) = 0, dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a);
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� a = 0 şi c = 0) (b = 0 şi d = 0) (f (z) nede�nit¼a, 8z 2 C) sau
(b 6= 0 şi d = 0) (f(z) =1;8z 2 C) sau
(b 6= 0 şi d 6= 0) (f(z) = b

d ;8z 2 C);

� d = 0 şi b = 0) (c = 0 şi a = 0) (f(z) nede�nit¼a, 8z 2 C) sau
(c = 0 şi a 6= 0) (f(z) =1, dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a) sau
(c 6= 0 şi a = 0) (f(z) = 0, dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a) sau
(c 6= 0 şi a 6= 0) (f(z) = a

c , dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a);

� d = 0 şi c = 0) (b = 0 şi a = 0) (f (z) nede�nit¼a, 8z 2 C) sau
(b = 0 şi a 6= 0) (f(z) =1, dac¼a z 6= 0 şi f(0) nede�nit¼a) sau
(b 6= 0 şi a = 0) (f(z) =1;8z 2 C) sau
(b 6= 0 şi a 6= 0) (f(z) nede�nit¼a, 8z 2 C);

c2) a 6= 0 şi d 6= 0; în acest caz rezult¼a b 6= 0 şi c 6= 0; din condi̧tia

ad � bc = 0 rezult¼a în plus c¼a sistemul
�
az + b = 0
cz + d = 0

are rangul 1 şi este

satisf¼acut¼a relaţia urm¼atoare:
d (az + b)� b (cz + d) = 0,

deci az + b = b
d (cz + d), ceea ce implic¼a f (z) =

az+b
cz+d =

b
d , 8z 2 C.

Conform celor de mai sus rezult¼a c¼a 8a; b; c; d 2 C cu ad � bc = 0, expresia
az+b
cz+d �e este nede�nit¼a, 8z 2 C, �e este de�nit¼a şi egal¼a cu o constant¼a pe
CrF cu F � C muļtime �nit¼a. Prin urmare studiul funçtiilor f : C! C astfel
încât

�
8z 2 C

�
f(z) = az+b

cz+d se reduce la studiul transform¼arilor Möbius de�nite
conform [1.9 Def.1].

Propozi̧tia 3: Fie (a; b; c; d) 2 C4 numere complexe cu proprietatea
(1) ad� bc 6= 0
şi f : C! C transformarea Möbius corespunz¼atoare de�nit¼a prin:
(2)

�
8z 2 C

�
f(z) = az+b

cz+d .
Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
(i) f

�
�d
c

�
=1,

(ii) f (1) = a
c ,

(iii) funçtia f este bijectiv¼a cu inversa g : C! C de�nit¼a prin relaţia:
(3)

�
8w 2 C

�
g(w) = dw�b

a�cw .

Demonstra̧tie: Condi̧tiile (i) şi (ii) rezult¼a din convenţiile de calcul în C
[1.7 dup¼a Def.2]; într-adev¼ar, avem

f
�
�d
c

�
=

a(� d
c )+b

c(� d
c )+d

= bc�ad
0 =1,

deoarece conform (1) deducem bc� ad 6= 0, deci (i) are loc; din (2) rezult¼a�
8z 2 Cr f0g

�
f(z) =

a+ b
z

c+ d
z

şi f (0) = b
d , ceea ce implic¼a f (1) =

a+ b
1

c+ d
1
= a

c ,

deci (ii) are loc.
(iii) Fie z; w 2 C. Conform (1), (2) şi (3) rezult¼a:

f (g (w)) = ag(w)+b
cg(w)+d =

a dw�ba�cw+b

c dw�ba�cw+d
=

adw�bcw
ad�bc = (ad�bc)w

ad�bc = w,
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g (f (z)) = df(z)�b
a�cf(z) =

d az+bcz+d�b
a�c az+bcz+d

=

adz�bcz
ad�bc = (ad�bc)z

ad�bc = z.
Rezult¼a f � g = g � f = idC, deci g = f�1.
Exemple 4: a) Fie ' 2 R şi r' : C ! C rotaţia de unghi ' de�nit¼a prin

condi̧tia (8z 2 C) r' (z) = ei'z. Atunci r' este restriçtia la C a transform¼arii
Möbius r' : C! C de�nite prin

r' (z) =

�
r' (z) ; dac¼a z 2 C
1 dac¼a z =1 ,

adic¼a r' (z) = az+b
cz+d cu a = e

i'; b = c = 0 şi d = 1.
b) Fie � 2 R cu � > 0 şi o� : C ! C omotetia de factor � de�nit¼a prin

condi̧tia (8z 2 C) o� (z) = �z. Atunci o� este restriçtia la C a transform¼arii
Möbius o� : C! C de�nite prin

o� (z) =

�
o� (z) ; dac¼a z 2 C
1 dac¼a z =1 ,

adic¼a o� (z) = az+b
cz+d cu a = �; b = c = 0 şi d = 1.

c) Fie � 2 C şi t� : C! C translaţia de vector � de�nit¼a prin
(8z 2 C) t� (z) = z + �.

Atunci t� este restriçtia la C a transform¼arii Möbius t� : C! C de�nite prin

t� (z) =

�
t� (z) ; dac¼a z 2 C
1 dac¼a z =1 ,

adic¼a t� (z) = az+b
cz+d cu a = 1; b = �; c = 0 şi d = 1.

d) Fie operaţia de inversare pe Cr f0g = C�, �1 : C� ! C� de�nit¼a prin
(8z 2 C�) z�1 = 1

z .
Atunci �1 este restriçtia la C� a transform¼arii Möbius �1 : C! C de�nite prin

�1 (z) =

8<:
1
z ; dac¼a z 2 Cr f0g
1; dac¼a z = 0
0 dac¼a z =1

,

adic¼a �1 (z) = az+b
cz+d cu a = 0; b = 1; c = 1 şi d = 0.

Teorema 5: Fie �; � 2 C cu � 6= � şi � 2 R�+ cu � 6= 1. Consider¼am cercul
Apollonius C� (�; �) de puncte inverse � şi �,

C� (�; �) =
n
z 2 C :

��� z��z��

��� = �o.
De�nim C� (�; �) = C� (�; �) [ f1g. Pentru orice transformare Möbius
f : C! C, imaginea prin f a lui C� (�; �) dat¼a prin

f
�
C� (�; �)

�
= ff(z) : z 2 C� (�; �)g [ ff (1)g

este un cerc Apollonius de puncte inverse f (�) şi f (�) reunit cu punctul 1.
Demonstra̧tie: Fie f : C! C o transformare Möbius de�nit¼a prin�

8z 2 C
�
f (z) = az+b

cz+d (cu a; b; c; d 2 C şi ad� bc 6= 0).
Fie w = f (z) 2 f

�
C� (�; �)

�
cu z 2 C� (�; �). Rezult¼a z = dw�b

a�cw şi
��� z��z��

��� = �,
deci���� dw�ba�cw��
dw�b
a�cw��

���� = �. Obţinem relaţia
��� (�c+d)w�(�a+b)(�c+d)w�(�a+b)

��� = �, de unde deducem:
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(1)
���w�f(�)w�f(�)

��� = �, dac¼a �c+ d 6= 0 şi (�c+ d) 6= 0;
(2) jw � f (�)j = �

����a+d�c+d

���, dac¼a �c+ d 6= 0 şi �c+ d = 0;
(3) jw � f (�)j = �

����a+b�c+d

���, dac¼a �c+ d = 0 şi �c+ d 6= 0.
Cazul �c+ d = 0 şi �c+ d = 0 este exclus deoarece în acest caz rezult¼a
0 = �c+ d = �c+ d, deci (�� �) c = 0,

ceea ce implic¼a
c = 0 (deoarece � 6= �) şi d = 0 (deoarece 0 = �c+ d = �0 + d = d),

de unde rezult¼a ad� bc = 0, dar ad� bc 6= 0, contradiçtie.
În cazul (1) deducem f

�
C� (�; �)

�
= C� (f (�) ; f (�)) [ f1g.

În cazurile (2) şi (3) rezult¼a c¼a muļtimile imagine f
�
C� (�; �)

�
sunt de�nite

respectiv prin cercurile Apollonius de centre f (�) şi f (�) reunite cu punctul

1 având respectiv razele �
����a+d�c+d

��� şi � ����a+b�c+d

���.
Aplica̧tie 6: Utilizând metoda de demonstraţie din [1.9 Teor. 5] prin care

s-a determinat imaginea printr-o transformare Möbius a unui cerc Apollonius,
deducem o metod¼a corespunz¼atoare de determinare a imaginii f (S) � C a unei
muļtimi oarecare S � C printr-o funçtie injectiv¼a f : C ! C, nu neap¼arat o
transformare Möbius. Fie S � C şi f : C ! C o funçtie injectiv¼a. Urm¼arim s¼a
determin¼am muļtimea imagine f (S) = ff (z) : z 2 Sg. Pentru a realiza aceasta,
�e f�1 : f (S) ! S inversa lui f : S ! f(S) şi �e w = f (z) 2 f (S) cu z 2 S.
Obţinem relaţia care caracterizeaz¼a condi̧tia w 2 f (S) cu metoda urm¼atoare
numit¼a metoda substituţiei : în relaţia care caracterizeaz¼a condi̧tia z 2 S se
substituie variabila z cu expresia ei în funçtie de w, z = f�1 (w), din care se
deduce relaţia c¼autat¼a depinzând de variabila w.

Exemple 7: Fie S = R[f1g ; T = C1 (0)[f1g, U = fz : Re z = 1g[ f1g
şi V = C 1

2

�
1
2

�
[f1g. Atunci:

1) f (S) � C este de�nit¼a de:
a) I[ f1g, dac¼a w = f(z) = ei�2 z;8z 2 C şi 1 = f (1),
b) fw 2 C : Imw = 1g[ f1g, dac¼a w = f(z) = z + i; 8z 2 C şi 1 = f (1).
2) f (T ) � C este de�nit¼a de:

c) C2 (0) [ f1g, dac¼a w = f(z) = 2z;8z 2 C şi 1 = f (1),
d) C1 (1) [ f1g, dac¼a w = f(z) = z + 1;8z 2 C şi 1 = f (1).
3) f (U) � C este de�nit¼a de:

e) C 1
2

�
1
2

�
[f1g = V , dac¼a w = f (z) = 1

z ;8z 2 C.
4) f (V ) � C este de�nit¼a de:

f) fz : Re z = 1g[ f1g = U , dac¼a w = f (z) = 1
z ;8z 2 C.

5) f (I[ f1g) = C 1
2

�
1
2

�
[f1g = V , dac¼a w = f (z) = 1

z�1 ;8z 2 C.
6) f (R[f1g) = R[f1g, dac¼a w = f (z) = 1

z�1 ;8z 2 C.
7) f (Cr (0) [ f1g) =

�
w 2 C :

��w+1
w

�� = r	 (dreapt¼a, pentru r = 1; cerc,
pentru r 6= 1), dac¼a w = f (z) = 1

z�1 ;8z 2 C.

Observa̧tie 8: Orice dreapt¼a d (�; �) � C de ecuaţie
��� z��z��

��� = 1 este unic
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determinat¼a de perechea de puncte distincte (�; �) 2 C2 (� 6= �). Orice triplet
(�; �; �) 2 C2 � R cu � 6= �; � > 0 şi � 6= 1 determin¼a un unic cerc Apollonius
C� (�; �) de ecuaţie

��� z��z��

��� = �. Tripletele de puncte distincte (p; q; r) 2 C3

(p 6= q; q 6= r şi r 6= p) sunt utile în construçtia transform¼arilor Möbius.
Propozi̧tia 9: Fie (z1; z2; z3) 2 C

3
şi (w1; w2; w3) 2 C

3
triplete oarecare de

puncte distincte în C. Atunci exist¼a o unic¼a transformare Möbius f : C! C cu
proprietatea urm¼atoare:

(T) f (zj) = wj , 8j = 1; 2; 3.
Demonstra̧tie: De�nim funçtia f : C! C prin relaţia urm¼atoare:

(T*)
�
8z 2 C

�
f (z) = w astfel încât

�
w�w1
w�w3

��
w2�w3
w2�w1

�
=
�
z�z1
z�z3

��
z2�z3
z2�z1

�
.

Atunci f este o transformare Möbius veri�când condi̧tia (T). Se veri�c¼a în plus
faptul c¼a o transformare Möbius w = f (z) = az+b

cz+d ;8z 2 C (a; b; c; d 2 C cu
ad � bc 6= 0) satisface (T) dac¼a şi numai dac¼a f satisface (T*). Unicitatea
rezult¼a din faptul c¼a unica transformare Möbius f care transform¼a punctele
0; 1;1 respectiv în 0; 1;1 este funçtia identitate f = id : C! C.

Observa̧tii 10: Funçtia g : C! C cu g (z) =
�
z�z1
z�z3

��
z2�z3
z2�z1

�
;8z 2 C este

o transformare Möbius care transform¼a punctele z1; z2; z3 respectiv în punctele

0; 1;1. Analog funçtia h : C! C cu h (w) =
�
w�w1
w�w3

��
w2�w3
w2�w1

�
;8w 2 C este o

transformare Möbius care transform¼a punctele w1; w2; w3 respectiv în punctele
0; 1;1. Atunci funçtia compus¼a f = h�1 � g : C ! C este o transformare
Möbius care transform¼a punctul zj în wj , pentru j = 1; 2; 3, deci funçtia f
satisface condi̧tiile (T) şi (T*) din [1.9 Prop. 9].

2 FUNCŢII COMPLEXE
DE O VARIABIL¼A COMPLEX¼A

2.1 De�ni̧tii şi exemple.

De�ni̧tia 1: O funcţie complex¼a de o variabil¼a complex¼a este o funçtie
f : D ! C cu valori în C având domeniul de de�ni̧tie o muļtime nevid¼a de
numere complexe D � C.
Consecinţa 2: Fie D � C cu D 6= ; şi f : D ! C o funçtie complex¼a de

o variabil¼a complex¼a. Atunci exist¼a o pereche unic¼a (u; v) de funçtii reale de
dou¼a variabile reale u; v : D ! R veri�când relaţia urm¼atoare:
(1) f(z) = u (x; y) + iv (x; y) ;8z = x+ iy 2 D.

Not¼am Re f = u şi Im f = v respectiv funçtiile u : D ! R şi v : D ! R
care veri�c¼a (1). Funçtia Re f = u se numeşte partea real¼a a lui f şi funçtia
Im f = v se numeşte partea imaginar¼a a lui f . În condi̧tiile (1), convenim s¼a
scriem prescurtat
(1*) f = u+ iv : D ! C.

Au loc relaţiile:
(1.1) u (x; y) = Re f (z) ;8z = x+ iy 2 D;
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(1.2) v (x; y) = Im f (z) ;8z = x+ iy 2 D.
De�ni̧tia 3: Fie n 2 N şi Rn spaţiul aritmetic real n-dimensional. O funcţie

complex¼a de n variabile reale este o funçtie ' : D ! C cu valori în C având
domeniul de de�ni̧tie o muļtime nevid¼a de puncte D � Rn.
Consecinţa 4: Fie n 2 N, D � Rn cu D 6= ; şi ' : D ! C o funçtie

complex¼a de n variabile reale. Atunci exist¼a o pereche unic¼a (P;Q) de funçtii
reale de n variabile reale P;Q : D ! R veri�când relaţia urm¼atoare:
(2) ' (x) = P (x) + iQ(x);8x = (x1; x2; :::; xn) 2 D.

Not¼am Re' = P şi Im' = Q respectiv funçtiile P : D ! R şi Q : D ! R
care veri�c¼a (2). Funçtia Re' = P se numeşte partea real¼a a lui ' şi funçtia
Im' = Q se numeşte partea imaginar¼a a lui '. În condi̧tiile (2), convenim s¼a
scriem prescurtat
(2*) ' = P + iQ : D ! C.

Au loc relaţiile:
(2.1) P (x) = Re' (x) ;8x = (x1; x2; :::; xn) 2 D;
(2.2) Q (x) = Im' (x) ;8x = (x1; x2; :::; xn) 2 D.
Observa̧tie 5: Fie D � R cu D 6= ; şi f : D ! R o funçtie real¼a de o

variabil¼a real¼a. Atunci f poate � considerat¼a o funçtie complex¼a de o variabil¼a
complex¼a cu domeniul de de�ni̧tie inclus în R şi cu valori în R � C.
Exemplu 6: Fie n 2 N[f0g. O funcţie polinomial¼a analitic¼a de grad n este

o funçtie Pn [a] : C! C de�nit¼a astfel, pentru orice z 2 C:
Pn [a] (z) = a0z

n + a1z
n�1 + :::+ an,

unde a = (a0; a1; :::; an) 2 Cn+1 este un şir �nit de numere complexe cu a0 6= 0.
Cazuri particulare.
1) Fie n 2 N [ f0g. Funcţia putere de grad n este o funçtie polinomial¼a

analitic¼a de grad n notat¼a prin pn : C ! C şi care este de�nit¼a prin relaţia
urm¼atoare:

pn(z) = z
n;8z 2 C.

Deci pn = Pn [e1], unde e1 = (1; 0; :::; 0) 2 Cn+1.
2) Fie a 2 C un num¼ar complex �xat. Translaţia determinat¼a de a este

o funçtie polinomial¼a analitic¼a de grad 1 notat¼a prin ta : C ! C şi care este
de�nit¼a prin relaţia urm¼atoare:

ta(z) = z + a;8z 2 C.
Deci ta = P1 [e1 + ae2], unde e1 = (1; 0) 2 C2 şi e2 = (0; 1) 2 C2.
3) Omotetia determinat¼a de un num¼ar a 2 C este o funçtie polinomial¼a

analitic¼a de grad 1 notat¼a prin oa : C ! C şi care este de�nit¼a prin relaţia
urm¼atoare:

oa(z) = az;8z 2 C (a se vedea Fig.6).
Deci oa = P1 [ae1], unde e1 = (1; 0) 2 C2. În particular, pentru num¼arul
complex a de forma urm¼atoare:

a = ei� = cos � + i sin � 2 C cu � 2 R,
omotetia oa determinat¼a de a reprezint¼a rotaţia determinat¼a de unghiul � 2 R
care se noteaz¼a prin r� : C! C, deci r� = oei� , ceea ce implic¼a

r�(z) = e
i�z;8z 2 C.
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Exemplu 7: Fie (n;m) 2 (N [ f0g)2. O funcţie raţional¼a analitic¼a este o
funçtie complex¼a R(n;m) [a; b] : D ! C corespunz¼atoare unei perechi de funçtii
polinomiale analitice (Pn [a] ; Qm [b]) astfel încât

R(n;m) [a; b] (z) =
Pn [a] (z)

Qm [b] (z)
;8z 2 D = fz 2 C : Qm [b] (z) 6= 0g,

unde a = (a0; a1; :::; an) 2 Cn+1 şi b = (b0; b1; :::; bm) 2 Cm+1, cu a0 6= 0 şi
b0 6= 0. Rezult¼a c¼a au loc relaţiile urm¼atoare:

z 2 D , z 2 C şi b0zm + b1zm�1 + :::+ bm 6= 0;
R(n;m) [a; b] (z) =

a0z
n+a1z

n�1+:::+an
b0zm+b1zm�1+:::+bm

;8z 2 D.
Exemplu 8: Funcţia exponenţial¼a complex¼a este funçtia f : C! C de�nit¼a

prin relaţia urm¼atoare:
f(z) = ez;8z 2 C,

unde
ez = ex(cos y + i sin y);8z = x+ iy 2 C,

cu ex; cos y şi sin y reprezentând valorile funçtiilor exponenţial¼a real¼a, cosinus
real şi sinus real de la R în R.
Exemplu 9: Funcţia sinus complex este funçtia f : C ! C de�nit¼a prin

relaţia urm¼atoare:
f(z) = sin z;8z 2 C

unde
sin z = eiz�e�iz

2i ;8z 2 C.
Exemplu 10: Funcţia cosinus complex este funçtia f : C! C de�nit¼a prin

relaţia urm¼atoare:
f(z) = cos z;8z 2 C

unde
cos z = eiz+e�iz

2 ;8z 2 C.
Exemplu 11: Funcţia sinus hiperbolic complex este funçtia f : C ! C

de�nit¼a prin relaţia urm¼atoare:
f(z) = sinh z;8z 2 C,

unde
sinh z = ez�e�z

2 ;8z 2 C.
Exemplu 12: Funçtia cosinus hiperbolic complex este funçtia f : C ! C

de�nit¼a prin relaţia urm¼atoare:
f(z) = cosh z;8z 2 C,

unde
cosh z = ez+e�z

2 ;8z 2 C.

2.2 Şiruri în C
Fie (C; q) planul complex extins, unde q este distanţa sferic¼a [1.7 Def. 2].
De�ni̧tia 1: Un şir de numere complexe (zn)n2N se numeşte convergent în

(C; q) dac¼a exist¼a � 2 C astfel încât (8" > 0)(9N" 2 N)(8n � N")q(zn; �) < " şi
în acest caz not¼am � = lim

n!+1
zn sau zn ! � şi numim � limita şirului (zn)n2N.

48



De�ni̧tia 2: Un şir de numere complexe (zn)n2N se numeşte şir Cauchy
dac¼a veri�c¼a urm¼atoarea condi̧tie:

(8" > 0)(9N" 2 N)(8m � N")(8n � N") jzn � zmj < ".
Propozi̧tia 3: Fie (zn)n2N un şir de numere complexe în forma algebric¼a cu

zn = xn + iyn 2 C;8n 2 N
şi z = x+ iy 2 C un num¼ar complex. Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
(i) zn ! z dac¼a şi numai dac¼a (8" > 0)(9N" 2 N)(8n � N") jzn � zj < ".
(ii) zn !1 dac¼a şi numai dac¼a (8� > 0)(9N� 2 N)(8n � N�) jznj > �.
(iii) dac¼a zn 6= 0;8n 2 N atunci zn !1, 1

zn
! 0.

(iv) zn ! z implic¼a (9r > 0)(8n 2 N) jznj � r, deci orice şir convergent
(zn)n2N cu limita în C este m¼arginit.
(v) zn ! z , xn ! x şi yn ! y , Re zn ! Re z şi Im zn ! Im z.
(vi) (zn)n2N este un şir Cauchy dac¼a şi numai dac¼a (xn)n2N şi (yn)n2N sunt

şiruri Cauchy.
(vii) (zn)n2N este un şir Cauchy dac¼a şi numai dac¼a exist¼a � 2 C astfel încât

� = lim
n!+1

zn.

2.3 Limite de funçtii. Funçtii continue

De�ni̧tia 1: Fie f = u + iv : D ! C cu D � C, a 2 D0 un punct de
acumulare pentru D în (C; q) şi � 2 C. Funçtia f are limita � în a dac¼a pentru
orice num¼ar real " > 0 exist¼a un num¼ar real � > 0 astfel încât

f (D \ (Q�(a)r fag)) � Q"(�).
Not¼am

� = lim
z!a

f(z)

dac¼a funçtia f are limita � în a.

De�ni̧tia 2: Fie f = u + iv : D ! C cu D � C şi a 2 D. Funçtia f se
numeşte continu¼a în punctul a dac¼a a =2 D0 sau a 2 D0 şi f(a) = lim

z!a
f(z).

Funçtia f se numeşte continu¼a pe D dac¼a (8a 2 D) f este continu¼a în a.
Propozi̧tia 3: Fie f = u+ iv : D ! C o funçtie complex¼a cu D � C, a 2 D0

un punct de acumulare pentru D în (C; q) şi � 2 C. Sunt îndeplinite condi̧tiile
urm¼atoare:
(i) Dac¼a a; � 2 C atunci
� = lim

z!a
f(z), pentru orice num¼ar real " > 0 exist¼a un num¼ar real �(") > 0

astfel încât din z 2 D; z 6= a şi jz � aj < �(") rezult¼a jf(z)� �j < ".
(ii) Dac¼a a 2 C atunci
1 = lim

z!a
f(z), pentru orice num¼ar real r > 0 exist¼a un num¼ar real �(r) > 0

astfel încât din z 2 D; z 6= a şi jz � aj < �(r) rezult¼a jf(z)j > r.
(iii) Dac¼a � 2 C atunci
� = lim

z!1
f(z), pentru orice num¼ar real " > 0 exist¼a un num¼ar real �(") > 0

astfel încât din z 2 D şi jzj > �(") rezult¼a jf(z)� �j < ".
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(iv) 1 = lim
z!1

f(z) , pentru orice num¼ar real r > 0 exist¼a un num¼ar real

�(r) > 0 astfel încât din z 2 D şi jzj > �(r) rezult¼a jf(z)j > r.
(v) Dac¼a a = a1 + ia2 2 C şi � = �1 + i�2 2 C atunci
� = lim

z!a
f(z), �1 = lim

(x;y)!(a1;a2)
u(x; y) şi �2 = lim

(x;y)!(a1;a2)
v(x; y).

(vi) Funçtia complex¼a f este continu¼a în a = a1 + ia2 = (a1; a2) 2 D dac¼a
şi numai dac¼a funçtiile reale u : D ! R şi v : D ! R sunt continue în a.
(vii) Funçtia complex¼a f este continu¼a pe D dac¼a şi numai dac¼a funçtiile

reale u : D ! R şi v : D ! R sunt continue pe D.

2.4 Funçtia argument

De�ni̧tia 1: Funcţia argument este o funçtie Arg : Crf0g ! P(C) de�nit¼a
pentru orice z 2 C r f0g prin muļtimea Arg (z) a tuturor argumentelor lui z,
deci conform [1.4 Cons. 12 (ii)]

(8z 2 Cr f0g)Arg (z) = farg z + 2k� : k 2 Zg.
De�ni̧tia 2: Determinarea principal¼a a funcţiei argument este o funçtie

arg : Cr f0g ! R de la muļtimea numerelor complexe nenule în R de�nit¼a prin
corespondenţa urm¼atoare:

(8z 2 Cr f0g) z 7! arg z 2 Arg (z),
unde arg z este un num¼ar real cu arg z = ' 2 (��; �] reprezentând valoarea
principal¼a a argumentului num¼arului complex nenul z de�nit¼a prin [1.4 Def. 11]
şi care se calculeaz¼a conform [1.4 Cons. 12 (i)].

Pentru orice num¼ar complex nenul z, urm¼atoarea propozi̧tie expliciteaz¼a o
regul¼a alternativ¼a de calcul a valorii arg z pe baza formei algebrice z = x+ iy.
Aceasta permite determinarea puterilor zm (m 2 N) necesare în diverse aplicaţii.
Propozi̧tia 3: Fie z = x+ iy 2 Cr f0g. Au loc relaţiile urm¼atoare:

(i) arg z =

(
2 arctan

�
y

x+jzj

�
; dac¼a x+ jzj 6= 0

� ; dac¼a x+ jzj = 0
;

(ii) z = jzj ei arg z = jzj (cos arg z + i sin arg z) (forma polar¼a principal¼a);
(iii) pentru orice m 2 N [ f0g, puterea algebric¼a a lui z de exponent întreg

nenegativ m se calculeaz¼a cu formulele urm¼atoare:
zm =

�
jzj ei arg z

�m
= jzjm eim arg z = jzjm [cos (m arg z) + i sin (m arg z)].

2.5 Logaritmul natural complex

De�ni̧tia 1: Funcţia logaritm natural complex este o funçtie
Ln : Cr f0g ! P (C)

de�nit¼a prin condi̧tia urm¼atoare:
(8z 2 Cr f0g)w 2 Ln (z), ew = z.

Propozi̧tia 2: Fie z = x+ iy 2 Cr f0g. Atunci
Ln (z) = fln jzj+ i(arg z + 2k�) : k 2 Zg,

unde ln jzj este logaritmul natural real al num¼arului real pozitiv jzj > 0.
De�ni̧tia 3: Determinarea principal¼a a logaritmului natural complex este

funçtia complex¼a ln : Cr f0g ! C, de�nit¼a prin condi̧tia urm¼atoare:
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(8z 2 Cr f0g) ln (z) = ln jzj+ i arg z.
Exerci̧tiu: S¼a se determine muļtimile de numere complexe Ln (1) ; Ln (�1) şi

Ln (1� i) împreun¼a cu determin¼arile principale corespunz¼atoare ln (1) ; ln (�1)
şi ln (1� i).
Rezolvare. Din [2.5. Prop. 2] deducem:
Ln (1) = f2k�i : k 2 Zg şi ln (1) = 0,
Ln(�1) = f(2k + 1)�i : k 2 Zg şi ln (�1) = �i,
Ln(1� i) =

�
ln
p
2 + i

�
��
4 + 2k�

�
: k 2 Z

	
şi ln(1� i) = ln

p
2� i�4 .

2.6 Puteri complexe generale

De�ni̧tia 1: Fie � 2 C şi z 2 Cr f0g. De�nim z� � C prin relaţia:
(1) z� = e�Ln(z) = fe�w : w 2 Ln (z)g ;

şi numim z� mulţimea putere complex¼a de exponent � a lui z.

De�ni̧tia 2: Funcţia putere complex¼a de exponent � 2 C este o funçtie
p� : Cr f0g!P (C) de�nit¼a prin relaţia urm¼atoare:
(2) (8z 2 Cr f0g) p�(z) = z� [2.6 Def. 1. (1)].
Propozi̧tia 3: Pentru orice z = x+ iy 2 Cr f0g şi � 2 C, sunt îndeplinite

condi̧tiile urm¼atoare:
(i) z� =

�
e�[lnjzj+i(arg z+2k�)] : k 2 Z

	
;

(ii) dac¼a n 2 N şi � = 1
n atunci z

� = n
p
z, unde

(3) n
p
z =

n
n
p
jzj [cos' (z; k; n) + i sin' (z; k; n)] : k = 0; n� 1

o
cu ' (z; k; n) = arg z+2k�

n ;
(iii) dac¼a m 2 N [ f0g ; n 2 N şi � = m

n atunci z
� = n

p
zm, unde

(4) n
p
zm =

n
n
p
jzjm [cos (m' (z; k; n)) + i sin (m' (z; k; n))] : k = 0; n� 1

o
;

în particular, pentru m 2 N[f0g şi n = 1, din relaţia (2) deducem c¼a muļtimea
putere complex¼a z� = z

m
1 de exponent � = m

1 se identi�c¼a cu puterea complex¼a
algebric¼a de grad m:
(5) z� = z

m
1 = 1

p
zm = fjzjm [cos (m arg z) + i sin (m arg z)]g = fzmg,

deoarece z = jzj ei arg z.
Exerci̧tiu: S¼a se calculeze muļtimile putere complex¼a (�1)i şi ii.
Rezolvare. De�ni̧tiile şi propriet¼aţile precedente furnizeaz¼a reguli concrete

de calcul cu puteri complexe. Pentru muļtimile putere (�1)i şi ii obţinem:
(6) (�1)i = e(�1) ln i =

�
e�(2k+1)� : k 2 Z

	
� R;

(7) ii = ei ln i =
�
e�(4k+1)

�
2 : k 2 Z

	
� R.

2.7 Funçtii trigonometrice

Funçtiile trigonometrice complexe sunt funçtiile sinus şi cosinus de�nite în
[2.1 Ex.9 şi Ex. 10] împreun¼a cu funçtiile tangent¼a şi cotangent¼a pe care le
de�nim în continuare.

De�ni̧tia 1: Funçtia tangent¼a este funçtia f : Dom(tan)! C de�nit¼a prin
relaţia
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f(z) = tan z =
sin z

cos z
;8z 2 Dom(tan) = Cr Zero(cos),

unde
Zero(cos) = fz 2 C : cos z = 0g =

n
(2k + 1)

�

2
: k 2 Z

o
.

De�ni̧tia 2: Funçtia cotangent¼a este funçtia f : Dom(cot) ! C de�nit¼a
prin relaţia

f(z) = cot z =
cos z

sin z
;8z 2 Dom(cot) = Cr Zero(sin),

unde
Zero(sin) = fz 2 C : sin z = 0g = fk� : k 2 Zg.

În propozi̧tia urm¼atoare, se prezint¼a reguli de inversare a funçtiilor trigono-
metrice care se obţin din de�ni̧tiile date anterior utilizând funçtiile complexe
logaritm natural şi radical de ordinul al doilea.

Propozi̧tia 3: Fie z 2 C. De�nim muļtimile
Arc sin z = fw 2 C : sinw = zg,
Arc cos z = fw 2 C : cosw = zg,
Arc tan z = fw 2 C : tanw = zg,
Arc cot z = fw 2 C : cot w = zg.

Au loc relaţiile:
(i) Arc sin z = �iLn

�
iz +

p
1� z2

�
,

(ii) Arc cos z = �iLn
�
z +

p
z2 � 1

�
,

(iii) Arc tan z = � i
2
Ln

�
1 + iz

1� iz

�
; pentru z =2 f�i; ig,

(iv) Arc cot z = � i
2
Ln

�
z + i

z � i

�
; pentru z =2 f�i; ig.

2.8 Funçtii hiperbolice

Funçtiile hiperbolice complexe sunt funçtiile de�nite în [2.1 Ex.11 şi Ex.
12] numite sinus hiperbolic şi cosinus hiperbolic împreun¼a cu funçtiile tangent¼a
hiperbolic¼a şi cotangent¼a hiperbolic¼a pe care le de�nim în continuare.

De�ni̧tia 1: Funçtia tangent¼a hiperbolic¼a este funçtia f : Dom(tanh)! C
de�nit¼a prin relaţia

f(z) = tanh z =
sinh z

cosh z
;8z 2 Dom(tanh) = Cr Zero(cosh),

unde
Zero(cosh) = fz 2 C : cosh z = 0g = 1

2
ln (�1).

Funçtia cotangent¼a hiperbolic¼a este funçtia f : Dom(coth)! C de�nit¼a prin

f(z) = coth z =
cosh z

sinh z
;8z 2 Dom(coth) = CrZero(sinh),

unde
Zero(sinh) = fz 2 C : sinh z = 0g = 1

2
ln 1.

Observa̧tie 2: Funçtiile hiperbolice se pot exprima cu ajutorul funçtiilor
trigonometrice pe baza relaţiilor urm¼atoare, pentru orice z 2 C:
(1) sinh z = �i sin(iz),
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(2) cosh z = cos(iz).

Propozi̧tia urm¼atoare furnizeaz¼a reguli de inversare a funçtiilor hiperbolice.

Propozi̧tia 3: Fie z 2 C. De�nim muļtimile
Arc sinh z = fw 2 C : sinhw = zg,
Arc cosh z = fw 2 C : coshw = zg,
Arc tanh z = fw 2 C : tanh w = zg,
Arc coth z = fw 2 C : coth w = zg.

Au loc relaţiile:
(i) Arc sinh z = Ln

�
z +

p
z2 + 1

�
,

(ii) Arc cosh z = Ln
�
z +

p
z2 � 1

�
,

(iii) Arc tanh z =
1

2
Ln

�
1 + z

1� z

�
; pentru z =2 f�1; 1g,

(iv) Arc coth z =
1

2
Ln

�
z + 1

z � 1

�
; pentru z =2 f�1; 1g.

2.9 Drumuri în C
În acest paragraf reamintim noţiuni şi rezultate de baz¼a privind drumurile

parametrizate în C = R�R din analiza real¼a. O curb¼a � în C este o muļtime de
puncte în planul complex care se poate interpreta intuitiv astfel: în vecin¼atatea
�ec¼arui punct al s¼au punctele curbei respective � reprezint¼a traiectoria unui
mobil în mi̧scare într-un plan reprezentând muļtimea imagine im (
) = 
 (I)
a unei funçtii complexe 
 : I ! C, unde I � R este un interval real. De
exemplu, punctul 
 (t) = eit parcurge cercul unitate din planul complex când
parametrul real t creşte de la 0 la 2� din punctul 1 = 
 (0) pentru t = 0 în el
însuşi 1 = 
 (2�) pentru t = 2�.

Introducem în continuare noţiuni şi propriet¼aţi privind funçtiile complexe de
o variabil¼a real¼a care sunt necesare în continuare. Se introduc apoi de�ni̧tiile
unor drumuri parametrizate de diverse tipuri.

De�ni̧tii 1: Fie 
 = x+ iy : [a; b]! C cu

 (t) = x (t) + iy (t) ;8t 2 [a; b] � R

o funçtie complex¼a de o variabil¼a real¼a de�nit¼a pe un interval real [a; b] (a � b).
Funçtiile reale componente ale funçtiei vectoriale reale 
 : [a; b]! R� R,

x : [a; b]! R şi y : [a; b]! R,
se numesc respectiv partea real¼a a lui 
 şi partea imaginar¼a a lui 
 şi se noteaz¼a
x = Re 
 şi y = Im 
.
(i) Funçtia 
 se numeşte continu¼a pe [a; b] dac¼a ambele funçtii reale x şi y

sunt continue pe [a; b].
(ii) Funçtia 
 se numeşte derivabil¼a pe [a; b] dac¼a ambele funçtii reale

x = Re 
 şi y = Im 

sunt derivabile pe [a; b] şi în acest caz de�nim funçtia derivat¼a a lui 
 prin


0 = (Re 
)
0
+ i (Im 
)

0
: [a; b]! C,

deci (8t 2 [a; b]) 
0 (t) = x0 (t) + iy0 (t).
De�ni̧tii 2: Fie [a; b] � R (�1 < a � b < +1). Dac¼a 
 : [a; b] ! C este

o funçtie continu¼a pe [a; b] şi � = im (
) = f
 (t) : t 2 [a; b]g � C, atunci 
 se
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numeşte un drum parametrizat cu mulţimea suport �, cu intervalul parametrilor
[a; b], cu punctul iniţial 
 (a) şi cu punctul �nal 
 (b). Un drum parametrizat

 : [a; b]! C se numeşte:
(i) închis, dac¼a 
 (a) = 
 (b);
(ii) simplu, dac¼a 
 este o funçtie injectiv¼a sau 
 (a) = 
 (b) şi restriçtia lui


 la intervalul deschis (a; b), 
 : (a; b)! C, este o funçtie injectiv¼a;
(iii) neted dac¼a funçtia 
 este de clas¼a C1 [a; b] (
 este derivabil¼a şi cu

derivata 
0 continu¼a pe [a; b]) astfel încât 
0 (t) 6= 0, 8t 2 [a; b];
(iv) neted pe porţiuni, dac¼a exist¼a o diviziune a intervalului [a; b],

a = x0 < x1 < ::: < xn = b,
astfel încât pentru orice i 2 f0; 1; :::; n� 1g, funçtia 
 este de clas¼a C1 [xi; xi+1]
satisf¼acând condi̧tia 
0 (t) 6= 0, 8t 2 [xi; xi+1];
(v) aproape neted dac¼a funçtia 
 este de clas¼a C1 (a; b) (
 este derivabil¼a

şi cu derivata 
0 continu¼a pe intervalul deschis (a; b)) astfel încât 
0 (t) 6= 0,
8t 2 (a; b);
(vi) aproape neted pe porţiuni, dac¼a exist¼a o diviziune a intervalului [a; b],

a = x0 < x1 < ::: < xn = b, astfel încât pentru orice i 2 f0; 1; :::; n� 1g, funçtia

 este de clas¼a C1 (xi; xi+1) satisf¼acând condi̧tia 
0 (t) 6= 0, 8t 2 (xi; xi+1).
Consecinţe 3: Fie 
 : [a; b] ! C un drum parametrizat având intervalul

parametrilor [a; b] şi suportul � = im (
).
Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
(i) � � C este o muļtime compact¼a în C, deci � este m¼arginit¼a şi închis¼a;
(ii) � este o muļtime închis¼a în orice disc deschis Dr (a) (a 2 C şi r 2 R�+)

cu proprietatea � � Dr (a);
(iii) exist¼a tmax 2 [a; b] cu proprietatea c¼a

j
 (tmax)j = max fj
 (t)j : t 2 [a; b]g, deci
(8t 2 [a; b]) j
 (t)j � j
 (tmax)j.

De�ni̧tii 4: Fie 
 : [a; b]! C un drum parametrizat. Drumul opus lui 
 este
un drum parametrizat care este de�nit prin funçtia �
 : [a; b]! C satisf¼acând
relaţia urm¼atoare:

(8t 2 [a; b]) (�
) (t) = 
 (a+ b� t).
Observa̧tii 5: Dac¼a 
 : [a; b]! C este un drum parametrizat, atunci:

� 
 (a) este punct ini̧tial pentru 
 şi punct �nal pentru drumul opus �
;

� 
 (b) este punct �nal pentru 
 şi punct ini̧tial pentru drumul opus �
;

� im (�
) = im (
), deci drumul opus �
 şi drumul ini̧tial 
 au aceeaşi
muļtime suport.

Comentarii. Orice drum parametrizat 
 : [�; �] ! C poate � considerat
intuitiv un drum orientat a c¼arui muļtime suport � = im (
) este parcurs¼a
din punctul 
 (�) 2 � în punctul 
 (�) 2 � în sensul corespunz¼ator creşterii
parametrului t 2 [�; �] de la valoarea t = � la valoarea t = �. Conform celor
menţionate anterior, drumul opus lui 
, �
 : [�; �]! C, este intuitiv un drum
orientat având muļtimea suport im (�
) = � = Im (
) egal¼a cu muļtimea suport
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a drumului 
, dar care este parcurs¼a din punctul (�
) (�) = 
 (�) 2 � în punctul
(�
) (�) = 
 (�) 2 � atunci când parametrul t 2 [�; �] creşte de la valoarea
t = � la valoarea t = �. Deci, drumurile 
 şi �
 pot � considerate intuitiv cu
orient¼ari diferite (Fig. 18).

De�ni̧tia 6: Fie 
1 : [a1; b1]! C şi 
2 : [a2; b2]! C drumuri parametrizate
pe intervalele reale [a1; b1] � R şi [a2; b2] � R (a1 � b1 şi a2 � b2) astfel încât


1 (b1) = 
2 (a2).
De�nim un drum parametrizat


1 [ 
2 : [a1; b1 + b2 � a2]! C
cu intervalul parametrilor [a1; b1 + b2 � a2] prin urm¼atoarea relaţie, pentru orice
t 2 [a1; b1 + b2 � a2]:

(
1 [ 
2) (t) =
�

1 (t) dac¼a t 2 [a1; b1]

2 (t+ a2 � b1) dac¼a t 2 [b1; b1 + b2 � a2]

.

Corespondenţa (
1; 
2) 7! 
1 [ 
2 de�neşte o operaţie cu drumuri numit¼a
juxtapunere sau concatenare de drumuri parametrizate.

De�ni̧tia 7: Fie n 2 N cu n � 2. Presupunem c¼a (
k : [ak; bk]! C)k=1;n
este o familie de drumuri parametrizate respectiv pe intervalele ([ak; bk])k=1;n
care satisface urm¼atoarea condi̧tie:�

8k = 1; n� 1
�

k (bk) = 
k+1 (ak+1).

Juxtapunerea familiei (
k)k=1;n este un drum parametrizat care se noteaz¼a
nS
k=1


k şi care este de�nit prin induçtie dup¼a n 2 N cu n � 2 prin regulile

urm¼atoare:
(i) dac¼a n = 2, atunci

2S
k=1


k = 
1 [ 
2,

unde 
1 [ 
2 este funçtia de�nit¼a conform [2.9 Def. 6];

(ii) dac¼a pentru m 2 N cu m < n funçtia
mS
k=1


k este de�nit¼a, atunci de�nim

o nou¼a funçtie prin relaţia urm¼atoare:
m+1S
k=1


k =

�
mS
k=1


k

�
[ 
m+1,

unde membrul drept este de�nit pe baza [2.9 Def.6].

Exemple 8: a) Fie a; b 2 C cu a 6= b. Relaţia

 (t) = (1� t) a+ tb;8t 2 [0; 1]

de�neşte un drum parametrizat neted 
 : [0; 1] ! C cu intervalul parametrilor
[0; 1] � R pe care-l numim un segment orientat (în planul complex C, muļtimea
suport a lui 
 este segmentul orientat � = im (
) =

�!
ab de extremit¼aţi a şi b).

b) Un arc de cerc este un drum parametrizat neted 
 : ['1; '2] ! C cu
intervalul parametrilor ['1; '2] � R (0 � '2 � '1 � 2�), unde 
 : ['1; '2]! C
este o funçtie de�nit¼a printr-o relaţie de forma urm¼atoare:

(8t 2 ['1; '2]) 
 (t) = a+ reit,
unde a 2 C este centrul unui cerc de raz¼a r 2 R�+.
c) Fie 
1 : [0; �]! C cu
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Un drum închis care nu este simpluJuxtapunere de drumuri

Un drum simplu

γ1
γ2

γ3

γ(α)=γ(α0)

γ(α1)

γ(α2)
γ(α3)=γ(β)

γ4

γ(α)=γ(β)

Drum opus

γ

−γ

γ(α)=(−γ)(β)

γ(β)=(−γ)(α)

Figure 18: Drumuri în C


1 (t) = re
it;8t 2 [0; �]

arcul de cerc cu centrul în origine şi de raz¼a r 2 R�+ care uneşte punctele
B (r; 0) ; P (0; r) şi A (�r; 0) corespunz¼atoare respectiv valorilor t = 0; t = �

2 şi
t = �. În plus, s¼a consider¼am segmentul orientat de origine �r � A (�r; 0) şi
de extremitate r � B (r; 0) de�nit de drumul parametrizat 
2 : [0; 1]! C cu


2 (t) = (1� t) (�r) + tr; 8t 2 [0; 1].
Atunci juxtapunerea 
 = 
1 [ 
2 reprezint¼a un drum neted pe poŗtiuni închis
[
 (0) = 
 (� + 1) = r � B (r; 0)] (2.9 Fig. 19).

Observa̧tii 9. (i) Dac¼a 
 =
mS
k=1


k este o juxtapunere de drumuri netede

(2.9 Def. 7), atunci 
 este un drum neted pe porţiuni.
(ii) Un drum mixt linie-arc de cerc este un drum parametrizat 
 astfel încât


 =
mS
k=1


k (m 2 N �xat) este o juxtapunere de drumuri parametrizate şi

(�)
�
8k = 1;m

�

k este �e un segment orientat, �e un arc de cerc.

Orice drum mixt linie-arc de cerc are proprietatea c¼a este un drum parametrizat
neted pe poŗtiuni. Un contur mixt linie-arc de cerc 
 este un drum mixt linie-arc
de cerc închis şi simplu, deci


 : [a; b]! C este de forma 
 =
mS
k=1


k veri�când (�)

şi în plus 
 (b) = 
 (a) cu 
 : (a; b)! C injectiv¼a.
Comentariu. Un contur mixt linie-arc de cerc 
 : [a; b]! C este considerat

intuitiv pozitiv orientat dac¼a pentru valorile parametrului crescând de la t = a
la t = b, punctele 
 (t) 2 � se deplaseaz¼a pe � în sens invers mi̧sc¼arii acelor de
ceasornic din 
 (a) în 
 (b) = 
 (a).
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r

γ1=arc(BPA)

γ2=[A,B]
­r

R

I
ir

Figure 19: Conturul 
1 [ 
2 din [2.9 Ex. 8 c)]: � =
��!
AB [\BPA.

Exemplu 10: Juxtapunerea de funçtii netede din [2.9 Ex. 8 c)] 
 = 
1 [ 
2
reprezint¼a un drum mixt linie-arc de cerc închis şi simplu, deci 
 reprezint¼a un
contur. În plus, conturul respectiv 
 este pozitiv orientat [2.9 Fig. 19].

Încheiem acest paragraf cu prezentarea unor rezultate de baz¼a importante
pentru aplicaţii privind juxtapunerea de drumuri parametrizate netede şi studiul
noţiunii de contur în planul complex.

Primul rezultat este teorema de acoperire referitoare la juxtapunerile de
funçtii netede. Teorema curbei Jordan este o teorem¼a celebr¼a care exprim¼a
un rezultat intuitiv evident: un drum parametrizat, închis şi simplu împarte
planul în dou¼a componente conexe, dintre care una este m¼arginit¼a şi cealalt¼a
este nem¼arginit¼a [Aleksandrov, 1949]. Urm¼atoarele rezultate se refer¼a la un caz
particular al teoremei curbei Jordan (cazul contururilor mixte linie-arc de cerc)
şi la teorema triangul¼arii contururilor poligonale.

Teorema 11 (Teorema de acoperire). Fie D � C o muļtime deschis¼a şi

 : [a; b] ! D un drum parametrizat de�nit printr-o juxtapunere de drumuri
netede (vezi 2.9 Obs.9 (i)). Atunci exist¼a un num¼ar real pozitiv r 2 R�+, o
familie �nit¼a de n + 1 discuri deschise D0; D1; :::; Dn (n 2 N) şi o diviziune a
intervalului [a; b], a = t0 < t1 < ::: < tn = b; astfel încât s¼a �e îndeplinite
condi̧tiile urm¼atoare:
1.
�
8k = 0; n

�
Dk = Da (
 (tk));

2.
�
8k = 0; n� 1

�
Dk \Dk+1 6= ;;

3.
�
8k = 0; n� 1

�

 ([tk; tk+1]) � Dk;

4. im (
) �
nS
k=0

Dk � D.
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Teorema 12: (Teorema curbei Jordan pentru contururi mixte linie-arc de
cerc). Fie 
 : [a; b] ! C un contur mixt linie-arc de cerc şi �c = C r �
muļtimea complement a lui � = im (
) relativ la planul complex C. Atunci au
loc urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) 
 este un drum parametrizat închis şi simplu (curb¼a Jordan);
(ii) exist¼a o pereche (I (
) ;O (
)) de muļtimi deschise, conexe şi disjuncte

astfel încât �c = I (
) [O (
), I (
) este m¼arginit¼a şi O (
) este nem¼arginit¼a.
În condi̧tiile teoremei precedente, muļtimea I (
) se numeşte interiorul şi

muļtimea O (
) se numeşte exteriorul conturului 
. O reprezentare geometric¼a
privind acest fapt este dat¼a în �g. 20.

Pe baza rezultatelor prezentate anterior se deduce urm¼atorul fapt:

Triangularea unui contur poligonal. Fie 
 : [a; b]! C o funçtie continu¼a
care reprezint¼a un contur poligonal cu interiorul I (
) astfel încât poligonul
suport � = 
 ([a; b]) are n vârfuri z1; z2; :::; zn, unde n 2 N cu n > 3. Atunci
exist¼a n�3 segmente [zj ; zk] (j; k 2 f1; 2; :::; ng) astfel încât [zj ; zk]rfzj ; zkg �
I (
) şi aceste segmente de�nesc o parti̧tie a lui I (
) în n� 2 triunghiuri.
Pentru a demonstra acest rezultat, se consider¼a dou¼a cazuri:
Cazul 1. I (
) este o muļtime convex¼a; în acest caz familia de segmente

([z1; zk])k=3;n�1 satisface condi̧tiile cerute în enunţ;
Cazul 2. I (
) nu este o muļtime convex¼a; în acest caz,

(9k 2 f1; 2; :::; ng) bzk > �;
pentru �xarea ideilor, presupunem c¼a pentru k = 1 avem bz1 > �; �e � > 0
astfel încât D� (z1) \ I (
) 6= ; şi � o raz¼a de origine z1 cu � � I (
)); atunci
�\� = fw�g; exist¼a � astfel încât în plus (9k 2 f1; 2; :::; ng) zk = w�; segmentul
[z1; zk] se poate utiliza în continuare pentru crearea de noi contururi poligonale
în C cu cel mult n vârfuri; aplicând succesiv argumentele precedente se obţine
familia de segmente cu propriet¼aţile din enunţ.

3 FUNCŢII OLOMORFE

În acest paragraf prezent¼am rezultate matematice de baz¼a privind studiul
funçtiilor olomorfe. Orice funçtie olomorf¼a este reprezentat¼a printr-o pereche
de funçtii reale diferenţiabile. Exist¼a îns¼a o distinçtie semni�cativ¼a între cele
dou¼a concepte evidenţiat¼a matematic prin teorema Cauchy-Riemann a c¼arei
prezentare este obiectivul principal al acestui paragraf. Adopt¼am ca de�ni̧tie
a noţiunii de funçtie olomorf¼a extensia corespunz¼atoare la planul complex a
de�ni̧tiei noţiunii de funçtie real¼a de o variabil¼a real¼a derivabil¼a. Prezent¼am
apoi un set de metode fundamentale de calcul cu funçtii olomorfe obţinute din
aceast¼a de�ni̧tie ca în cazul funçtiilor reale. Teorema fundamental¼a Cauchy-
Riemann de caracterizare a acelor perechi de funçtii reale diferenţiabile care
reprezint¼a cartezian funçtii olomorfe şi primele consecinţe de baz¼a ale acestei
teoreme sunt apoi prezentate.

58



I(γ)

O(γ)

γ7

γ6
γ5 γ4

γ3

γ2

γ1

Figure 20: Teorema curbei Jordan

Figure 21: Triangularea unui contur poligonal
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3.1 De�ni̧tii şi exemple

De�ni̧tii 1. Fie D � C o muļtime deschis¼a, z 2 D şi f : D ! C o funçtie.
(i) Funçtia f se numeşte olomorf¼a în punctul z dac¼a exist¼a un num¼ar complex

notat f 0(z) 2 C astfel încât

f 0(z) = lim
h!0

f(z + h)� f(z)
h

.

Dac¼a funçtia f este olomorf¼a în punctul z atunci vom mai spune şi c¼a f este
C-derivabil¼a în z. Num¼arul complex f 0(z) satisf¼acând condi̧tia precedent¼a se
numeşte derivata funçtiei f în punctul z.
(ii) O funçtie f : D ! C se numeşte olomorf¼a sau C-derivabil¼a pe D dac¼a

pentru orice z 2 D, f este olomorf¼a în z.
De�ni̧tii 2. De�nim muļtimea C (D) a funçtiilor complexe continue pe D

şi muļtimea O (D) a funçtiilor olomorfe pe D astfel:
C(D) = ff : D ! C : f este continu¼a pe Dg,
O(D) = ff : D ! C : f este olomorf¼a pe Dg.

De�ni̧tii 3. Pentru orice funçtii f; g 2 C(D) şi pentru orice num¼ar complex
� 2 C, not¼am prin f + g şi f � g funçtiile continue pe D reprezentând respectiv
suma şi produsul perechii (f; g), iar prin �f funçtia continu¼a pe D reprezentând
produsul dintre scalarul � şi funçtia f de�nite punctual prin relaţiile urm¼atoare,
pentru orice z 2 D:
(f + g) (z) = f (z) + g (z); (f � g) (z) = f (z) � g (z); (�f) (z) = � � f (z).
Nota̧tie 4. Pentru orice muļtime nevid¼a U � C şi orice funçtie � : U ! C

not¼am Zero (�) = fu 2 U : � (u) = 0g şi numim punctele u 2 Zero (�) zerouri
ale funçtiei � în U .

Nota̧tie 5. Fie f; g : D ! C şi D[f=g] = D r Zero (g). Atunci not¼am prin
f
g : D[f=g]! C funçtia complex¼a de�nit¼a punctual prin câtul perechii (f; g) în
modul urm¼ator:

(8z 2 D[f=g]) fg (z) =
f(z)
g(z) .

Nota̧tie 6. Fie f : D ! E şi g : E ! C funçtii complexe, unde D;E � C
sunt muļtimi nevide de puncte în planul complex. Not¼am prin g � f : D ! C
funçtia reprezentând compunerea perechii (g; f) de�nit¼a astfel:

(8z 2 D) (g � f) (z) = g (f (z)).
Nota̧tie 7. Dac¼a f : D ! C este olomorf¼a pe D atunci exist¼a o funçtie

notat¼a f 0 : D ! C numit¼a derivata lui f pe D astfel încât pentru orice z 2 D,
f 0(z) este derivata funçtiei f în punctul z.

Exemplu 8. Fie f : C ! C cu f (z) = z3, 8z 2 C. Atunci pentru orice
punct z 2 C:
9 lim
h!0

(z+h)3�z3
h = lim

h!0

3z2h+3zh2+h3

h = lim
h!0

�
3z2 + 3zh+ h2

�
= 3z2,

deci f 2 O (D) şi derivata f 0 : C! C este de�nit¼a prin relaţia
f 0 (z) =

�
z3
�0
= 3z2, 8z 2 C.

Exemplu 9. Fie f : C! C de�nit¼a prin relaţia f (z) = z, 8z 2 C. Atunci
pentru orice h 2 (Cr f0g) \ (R[ I) ;
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f(z + h)� f(z)
h

=
z + h� z

h
= h

h =

�
1; dac¼a h 2 R
�1; dac¼a h 2 I ,

deci în acest caz (8z 2 C)@ lim
h!0

f(z + h)� f(z)
h

, deci f nu este olomorf¼a în nici

un punct din C. Rezultatul precedent s-a obţinut prin analizarea existenţei

limitei raportului
f(z + h)� f(z)

h
când h! 0 doar pentru dou¼a cazuri, h 2 R

şi h 2 I. O condi̧tie necesar¼a ca f s¼a �e olomorf¼a în z este urm¼atoarea:
9 lim
h!0, h2R

f(z + h)� f(z)
h

= f 0R (z) = f
0
I (z) = lim

h!0, h2I

f(z + h)� f(z)
h

.

Aceast¼a condi̧tie se utilizeaz¼a pentru a ar¼ata c¼a anumite funçtii f nu sunt
olomorfe în z, cum este de exemplu cazul considerat anterior sau cazul funçtiilor
g, h : C! C cu g (z) = Re z şi h (z) = Im z;8z 2 C.

3.2 Funçtii complexe polinomiale

În acest paragraf prezent¼am rezultate privind studiul funçtiilor complexe
de�nite printr-o pereche de funçtii polinomiale reale de dou¼a variabile reale în
conexiune cu noţiunea de funçtie olomorf¼a introdus¼a anterior.

De�ni̧tia 1. Numim funcţie polinomial¼a o funçtie f : C ! C de�nit¼a
printr-o expresie de forma urm¼atoare:
(1) f (z) = u (x; y) + iv (x; y) ;8z = x+ iy 2 C = R2,

unde u; v : R2 ! R sunt funçtii polinomiale reale de dou¼a variabile reale.
Introducem urm¼atoarele notaţii:
(2) @f@x =

@u
@x + i

@v
@x ;

(3) @f@y =
@u
@y + i

@v
@y .

De�ni̧tia 2. O funçtie polinomial¼a f = u+ iv : C! C, se numeşte funcţie
polinomial¼a analitic¼a dac¼a exist¼a un num¼ar întreg nenegativ n 2 N [ f0g şi un
şir �nit de numere complexe a = (a0; a1; :::; an) 2 Cn+1 cu a0 6= 0 astfel încât
s¼a �e satisf¼acut¼a relaţia urm¼atoare:
(4) f (z) = Pn [a] (z) ;8z 2 C,

unde Pn [a] : C! C este funçtia polinomial¼a analitic¼a de grad n corespunz¼atoare
lui a de�nit¼a în 2.1 Ex. 6, adic¼a
(5) Pn [a] (z) = a0z

n + a1z
n�1 + :::+ an;8z = x+ iy 2 C.

În continuare presupunem c¼a f = u+ iv : C! C este o funçtie polinomial¼a.
Exerci̧tiu 3. S¼a se arate c¼a dac¼a

f(z) = x2 � y2 + x+ i (2x+ 1) y;8z = x+ iy 2 C,
atunci f este o funçtie polinomial¼a analitic¼a de grad 2.

Exerci̧tiu 4. S¼a se arate c¼a dac¼a
f(z) = x2 + y2 � 2ixy;8z = x+ iy 2 C,

atunci f nu este o funçtie polinomial¼a analitic¼a.

Exerci̧tiu 5. Presupunem c¼a f(z) = x2 + iQ (x; y) ;8z = x+ iy 2 C, unde
Q : R2 ! R este o funçtie polinomial¼a real¼a oarecare de dou¼a variabile reale.
S¼a se arate c¼a f nu este o funçtie polinomial¼a analitic¼a.
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Exerci̧tiu 6. Presupunem c¼a f(z) = P (x; y) + 2ixy;8z = x+ iy 2 C, unde
P : R2 ! R este o funçtie polinomial¼a real¼a oarecare de dou¼a variabile reale. Ce
condi̧tii trebuie s¼a satisfac¼a P pentru ca f s¼a �e o funçtie polinomial¼a analitic¼a.

Prin urmare, se poate pune problema de a determina funçtiile polinomiale
care sunt şi funçtii polinomiale analitice. R¼aspunsul la aceast¼a problem¼a este
dat în propozi̧tia care urmeaz¼a.

Propozi̧tia 7. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Funçtia f este o funçtie polinomial¼a analitic¼a (Def. 2).
(ii) Are loc identitatea @f

@y = i
@f
@x (a se vedea notaţiile (2) şi (3) de mai sus).

Comentarii. Identitatea @f
@y = i

@f
@x din propozi̧tia 7 (ii) este echivalent¼a cu

identitatea @u
@y + i

@v
@y = i

�
@u
@x + i

@v
@x

�
, ceea ce se exprim¼a prin relaţiile urm¼atoare:

(6)

(
@u
@x = @v

@y
@u
@y = � @v

@x

.

Relaţiile (6) se numesc ecuaţiile Cauchy-Riemann. Rezult¼a c¼a o funçtie
polinomial¼a f = u+iv : C! C este o funçtie polinomial¼a analitic¼a dac¼a şi numai
dac¼a perechea (u; v) satisface ecuaţiile Cauchy-Riemann (6). Prin urmare, orice
funçtie polinomial¼a f care veri�c¼a (6) este de forma f = Pn [a] : C ! C (a
se revedea relaţiile (4) şi (5)), deci în acest caz funçtia f este olomorf¼a pe C,
deoarece orice funçtie polinomial¼a analitic¼a Pn [a] : C! C este olomorf¼a pe C.
Într-adev¼ar, din 3.1 Def. 1 (i) şi 3.2 Def.2 (5), rezult¼a c¼a pentru orice z 2 C,

9 lim
h!0

Pn [a] (z + h)� Pn [a] (z)
h

= na0z
n�1 + (n� 1) a1zn�2 + :::+ an�1

(pentru detalii, a se vedea rezolvarea Exerci̧tiului 1 din 3.5), deci funçtia Pn [a]
este olomorf¼a pe C cu derivata P 0n [a] : C ! C de�nit¼a prin relaţia urm¼atoare,
pentru orice z 2 C
(7) P 0n [a] (z) = na0z

n�1 + (n� 1) a1zn�2 + :::+ an�1.
Subparagraful urm¼ator precizeaz¼a semni�caţia ecuaţiilor Cauchy-Riemann (6).

3.3 Ecua̧tiile Cauchy-Riemann

Se pune problema de a analiza propriet¼aţile funçtiilor reale u = Re f şi
v = Im f componente ale unei funçtii olomorfe f = u+ iv 2 O (D). Rezultatul
urm¼ator prezint¼a o condi̧tie necesar¼a pentru ca f 2 O (D).
Teorema 1. Fie f = u+ iv : D ! C o funçtie olomorf¼a în z = x+ iy 2 D.

Atunci funçtiile reale u şi v au derivate paŗtiale de ordinul întâi în punctul
(x; y) notate @u

@x (x; y) ;
@u
@y (x; y) ;

@v
@x (x; y) ;

@v
@y (x; y) şi în plus sunt satisf¼acute

urm¼atoarele condi̧tii, numite ecuaţiile Cauchy-Riemann:

(CR)

(
@u
@x (x; y) = @v

@y (x; y)
@u
@y (x; y) = � @v

@x (x; y)
.

Demonstra̧tie. Conform [3.1 Def.1 (i)] rezult¼a

f 0(z) = lim
h!0

f(z + h)� f(z)
h

.

Restrângând limita din membrul drept al relaţiei anterioare respectiv la h 2 R
şi h 2 I deducem urm¼atoarele relaţii:
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f 0 (z) = lim
h!0 cu h2R

�
u(x+h;y)�u(x;y)

h + iv(x+h;y)�v(x;y)h

�
şi

f 0 (z) = lim
h!0 cu ih2I

�
u(x;y+h)�u(x;y)

ih + iv(x;y+h)�v(x;y)ih

�
.

Obţinem c¼a exist¼a @u
@x (x; y) ;

@u
@y (x; y) ;

@v
@x (x; y) ;

@v
@y (x; y) şi au loc relaţiile:

f 0 (z) = @u
@x (x; y) + i

@v
@x (x; y) ;

f 0 (z) = 1
i
@u
@y (x; y) +

@v
@y (x; y) =

@v
@y (x; y)� i

@u
@y (x; y) ;

deci egalând p¼aŗtile reale şi p¼aŗtile imaginare ale num¼arului complex f 0 (z) din
reprezent¼arile carteziene precedente deducem (CR).
Rezultatul complet de caracterizare a funçtiilor olomorfe va � stabilit în

paragraful urm¼ator. Teorema care urmeaz¼a prezint¼a condi̧tii su�ciente pentru
ca f = u+ iv : D ! C s¼a �e o funçtie olomorf¼a.
Teorema 2. Fie f = u + iv : D ! C o funçtie complex¼a de�nit¼a pe o

muļtime deschis¼a D � C astfel încât
(8z = x+ iy 2 D) f (z) = u (x; y) + iv (x; y).

Presupunem c¼a funçtiile reale u; v : D ! R sunt de clas¼a C1 (D), deci exist¼a
derivatele paŗtiale de ordinul întâi ale funçtiilor u şi v astfel încât

@u
@x ;

@u
@y ;

@v
@x ;

@v
@y : D ! R sunt funçtii continue pe D.

Dac¼a sunt satisf¼acute şi ecuaţiile Cauchy-Riemann (CR) atunci 9f 0 : D ! C.
Demonstra̧tie. Fie z = x + iy 2 D şi r 2 R�+ astfel încât Dr (z) � D.

Pentru orice h = h1 + ih2 2 Cr (R[ I) astfel încât jhj < r avem z + h 2 D şi
sunt valabile relaţiile urm¼atoare:

f(z + h)� f(z)
h

= (u(x+h1;y+h2)+iv(x+h1;y+h2))�(u(x;y)+iv(x;y))
h =�

h1
h
u(x+h1;y+h2)�u(x;y+h2)

h1
+ h2

h
u(x;y+h2)�u(x;y)

h2

�
+

i
�
h1
h
v(x+h1;y+h2)�v(x;y+h2)

h1
+ h2

h
v(x;y+h2)�v(x;y)

h2

�
.

Utilizând teoremele de medie pentru funçtiile de�nite prin corespondenţele
x 7! u (x; y + h2), y 7! u (x; y), x 7! v (x; y + h2) şi y 7! v (x; y) rezult¼a c¼a
exist¼a �; �; 
; � 2 (0; 1) � R+ astfel încât

f(z + h)� f(z)
h

= h1
h

�
@u
@x (x+ �h1; y + h2) + i

@v
@x (x+ �h1; y + h2)

�
+

h2
h

�
@u
@y (x; y + 
h2) + i

@v
@y (x; y + �h2)

�
.

Utilizând continuitatea derivatelor paŗtiale şi ecuaţiile Cauchy-Riemann, din
relaţiile anterioare deducem c¼a

9 lim
h!0

f(z + h)� f(z)
h

= @u
@x (x; y)� i

@u
@y (x; y) = f

0 (z).

Rezultatul urm¼ator prezint¼a propriet¼aţi elementare de calcul al derivatelor
unor funçtii olomorfe construite prin aplicarea operaţiilor algebrice cu funçtii
menţionate în [3.1 Not. 3-6].

Teorema 3. Pentru orice muļtime deschis¼a de puncte în planul complex
D � C, sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
(i) dac¼a f; g 2 O(D) şi � 2 C atunci

a) ff + g; f � g; f � g; �fg � O(D),
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b) fg 2 O (D [f=g])
şi au loc urm¼atoarele reguli de derivare:

(r1) (f + g)
0
= f 0 + g0;

(r2) (f � g)0 = f 0 � g0;
(r3) (f � g)0 = f 0 � g + f � g0;
(r4) (�f)

0
= �f 0;

(r5)
�
f
g

�0
= f 0�g�f �g0

g2 ;

(ii) dac¼a f : D ! E şi g : E ! C sunt funçtii olomorfe cu f 2 O (D) şi
g 2 O (E) atunci funçtia compus¼a g � f : D ! C este olomorf¼a cu g � f 2 O (D)
şi are loc urm¼atoarea formul¼a de derivare:

(r6) (8z 2 D) (g � f)0 (z) = f 0 (z) � g0 (f (z)).
Demonstra̧tie. (i) Fie f; g 2 O(D) şi � 2 C. Presupunem c¼a z 2 D şi

h 2 Cr f0g astfel încât z + h 2 D. Atunci au loc relaţiile urm¼atoare:
(1) (f+g)(z+h)�(f+g)(z)h = f(z+h)�f(z)

h + g(z+h)�g(z)
h ,

(2) (f�g)(z+h)�(f�g)(z)h = f(z+h)�f(z)
h � g(z+h)�g(z)

h ,

(3) (f �g)(z+h)�(f �g)(z)h = g (z) f(z+h)�f(z)h + f (z + h) g(z+h)�g(z)h ,

(4) (�f)(z+h)�(�f)(z)h = � f(z+h)�f(z)h .
Membrul drept al relaţiilor (1)-(4) are limit¼a pentru h ! 0, deci membrul

stâng al relaţiilor (1)-(4) are limit¼a pentru h! 0, ceea ce implic¼a proprietatea
a) şi regulile de derivare (r1)-(r4) din (i). Pentru a demonstra proprietatea b) şi
regula (r5) din enunţ, �e z 2 D [f=g] şi h 2 Crf0g astfel încât z+h 2 D [f=g].
Au loc relaţiile urm¼atoare:
(5) fg = f �

1
g ,

(6)
( 1g )(z+h)�(

1
g )(z)

h = � 1
g(z) �

1
g(z+h) �

g(z+h)�g(z)
h .

Membrul drept al relaţiei (6) are limit¼a pentru h ! 0, deci membrul stâng al
relaţiei (6) are limit¼a pentru h! 0, ceea ce implic¼a proprietatea urm¼atoare:
(7) 1

g 2 O(D)
şi urm¼atoarea regul¼a de derivare:

(r7)
�
1
g

�0
= � g0

g2 .

Din (5) ; (r7) şi regula de derivare din enunţ (r3) stabilit¼a anterior rezult¼a b) şi
(r5). Deci [1.3 Teor. 3 (i)] are loc.
(ii) Fie f 2 O (D) şi g 2 O (E) cu f : D ! E şi g : E ! C. Presupunem c¼a

z 2 D şi h 2 Cr f0g astfel încât z + h 2 D. Atunci au loc relaţiile urm¼atoare:
(g�f)(z+h)�(g�f)(z)

h = g(f(z+h))�g(f(z))
h = f(z+h)�f(z)

h � g(f(z+h))�g(f(z))f(z+h)�f(z) .
Conform propriet¼aţii de continuitate a funçtiilor olomorfe pe care o vom stabili
în paragraful urm¼ator, pentru h ! 0 rezult¼a f (z + h) ! f (z). Prin trecere la
limit¼a pentru h ! 0 conform propriet¼aţilor limitelor de funçtii şi propriet¼aţii
precedente rezult¼a c¼a

9 lim
h!0

h
f(z+h)�f(z)

h � g(f(z+h))�g(f(z))f(z+h)�f(z)

i
=

lim
h!0

f(z+h)�f(z)
h � lim

h!0

g(f(z+h))�g(f(z))
f(z+h)�f(z) =
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f 0 (z) � g0 (f (z)),
de unde obţinem c¼a
9 lim
h!0

(g�f)(z+h)�(g�f)(z)
h =

lim
h!0

h
f(z+h)�f(z)

h � g(f(z+h))�g(f(z))f(z+h)�f(z)

i
=

f 0 (z) � g0 (f (z)),
ceea ce implic¼a proprietatea g �f 2 O (D) şi regula de calcul (r6). Prin urmare,
[1.3 Teor. 3 (ii)] este de asemenea demonstrat¼a.

În continuare introducem noţiunea de funçtie complex¼a C-diferenţiabil¼a f pe
o muļtime deschis¼a D � C care este echivalent¼a cu noţiunea de funçtie olomorf¼a.
Se stabilesc apoi condi̧tiile necesare şi su�ciente pentru a avea f 2 O (D).

3.4 Funçtii complexe C-difereņtiabile
De�ni̧tia 1. O funçtie complex¼a ' : C! C se numeşte
a) aditiv¼a, dac¼a '(z + w) = '(z) + '(w);8z; w 2 C,
b) R-omogen¼a, dac¼a '(�z) = �'(z);8� 2 R;8z 2 C,
c) C-omogen¼a, dac¼a '(�z) = �'(z);8(�; z) 2 C2,
d) R-liniar¼a, dac¼a este aditiv¼a şi R-omogen¼a,
e) C-liniar¼a, dac¼a este aditiv¼a şi C-omogen¼a.
Explicit¼am acum expresia funçtiilor K-liniare (K = R sau K = C).
Propozi̧tia 2. Sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare, pentru orice funçtie

complex¼a ' : C! C:
(i) Funçtia ' este R-liniar¼a dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o pereche de numere

complexe (a; b) 2 C� C astfel încât
'(z) = ax+ by;8z = x+ iy 2 C.

(ii) Funçtia ' este C-liniar¼a dac¼a şi numai dac¼a exist¼a � 2 C astfel încât
'(z) = �z;8z 2 C.

(iii) Dac¼a ' este R-liniar¼a şi ' veri�c¼a (i) pentru (a; b) 2 C � C atunci
funçtia ' este C-liniar¼a dac¼a şi numai dac¼a a+ ib = 0.
Demonstra̧tie. (i) Dac¼a ' este R-liniar¼a atunci ' veri�c¼a (i) pentru

perechea (a; b) 2 C � C cu a = '(1) şi b = '(i), deoarece în acest caz avem c¼a
pentru orice z = x+ iy 2 C,
' (z) = ' (x+ iy) = ' (x � 1 + y � i) = x' (1) + y' (i) = ax+ by.

Invers, dac¼a ' : C ! C este de�nit¼a prin relaţia din (i) pentru (a; b) 2 C � C
atunci funçtia ' este R-liniar¼a, deoarece pentru orice � 2 R, z = x+ iy 2 C şi
w = u+ iv 2 C avem:
'(z + w) = a (x+ u) + b (y + v) = (ax+ by) + (au+ bv) = ' (z) + ' (w);
' (�z) = a (�x) + b (�y) = � (ax+ by) = �' (z).
(ii) Dac¼a ' este C-liniar¼a atunci ' veri�c¼a (ii) pentru � = '(1), deoarece

pentru orice z 2 C, ' (z) = ' (z1) = z' (1) = �z. Invers, dac¼a ' : C ! C este
de�nit¼a prin (ii) pentru � 2 C atunci ' este C-liniar¼a, deoarece în acest caz,
pentru orice �; �; z; w 2 C:
' (�z + �w) = � (�z + �w) = � (�z) + � (�w) = �' (z) + �' (w).
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(iii) Presupunem c¼a ' veri�c¼a (i) cu (a; b) 2 C � C. Dac¼a ' este C-liniar¼a
atunci conform (ii) rezult¼a c¼a exist¼a � 2 C astfel încât ' veri�c¼a în plus relaţia
urm¼atoare, pentru orice z = x+ iy 2 C:
'(z) = �z = �x+ (�i)y,

deci în (i) avem a = � şi b = �i, ceea ce implic¼a a+ ib = �+ i(�i) = 0. Invers,
s¼a presupunem c¼a perechea (a; b) din (i) satisface relaţia a + ib = 0. Deducem
b = ai şi conform (i) rezult¼a c¼a pentru orice z = x+ iy 2 C:
'(z) = ax+ by = ax+ (ai)y = a(x+ iy) = az,

deci ' veri�c¼a (ii) pentru � = a 2 C, ceea ce înseamn¼a c¼a ' este C-liniar¼a.
Prin intermediul noţiunilor de funçtie R-liniar¼a şi C-liniar¼a introducem în

continuare noţiunile fundamentale de funçtie complex¼a R-diferenţiabil¼a şi funçtie
complex¼a C-diferenţiabil¼a.
De�ni̧tii 3. Fie D � C o muļtime deschis¼a, f : D ! C o funçtie şi z0 2 D.
(i) Funçtia f se numeşte R-diferenţiabil¼a în punctul z0 dac¼a exist¼a o funçtie

R-liniar¼a, dRf(z0) : C! C numit¼a R-diferenţiala lui f în z0, astfel încât:

lim
h!0

jf(z0 + h)� f(z0)� dRf(z0)(h)j
jhj = 0.

(ii) Funçtia f se numeşte C-diferenţiabil¼a în punctul z0 dac¼a exist¼a o funçtie
C-liniar¼a, dCf(z0) : C! C numit¼a C-diferenţiala lui f în z0, astfel încât:

lim
h!0

jf(z0 + h)� f(z0)� dCf(z0)(h)j
jhj = 0.

Propozi̧tia 4. Fie D � C o muļtime deschis¼a şi f = u + iv : D ! C o
funçtie de la D în C. Pentru orice z0 = x0+ iy0 2 D, urm¼atoarele a�rmaţii sunt
echivalente:
(i) Funçtia f este R-diferenţiabil¼a în z0.
(ii) Funçtia (u; v) : D ! R2 este R-diferenţiabil¼a în z0 = (x0; y0).

Dac¼a f este R-diferenţiabil¼a în z0 atunci R-diferenţiala lui f în z0 se determin¼a
cu urm¼atoarea formul¼a, pentru orice z = x+ iy 2 C:

dRf(z0)(z) =
@f

@x
(x0; y0)x+

@f

@y
(x0; y0)y,

unde
@f

@x
(x0; y0) =

@u

@x
(x0; y0) + i

@v

@x
(x0; y0) ,

@f

@y
(x0; y0) =

@u

@y
(x0; y0) + i

@v

@y
(x0; y0).

Demonstra̧tie. (i) , (ii). Din [3.2 Prop. 2 (i) şi Def. 3 (i)] rezult¼a c¼a
proprietatea (i) este echivalent¼a cu condi̧tia c¼a exist¼a o matrice real¼a�

a1 b1
a2 b2

�
2 R2�2

astfel încât pentru a = a1 + ia2 2 C şi b = b1 + ib2 2 C s¼a avem
dRf(z0)(h) = ah1 + bh2;8h = h1 + ih2 2 C şi

lim
h1+ih2!0

jf(z0 + (h1 + ih2))� f(z0)� (ah1 + bh2)j
jh1 + ih2j

= 0,

ceea ce este echivalent cu urm¼atoarea relaţie în R2:
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lim
(h1;h2)!(0;0)








(u; v)(x0 + h1; y0 + h2)� (u; v)(x0; y0)�

�
��

a1 b1
a2 b2

� �
h1
h2

��T 






2p

h21 + h
2
2

= 0.

Rezult¼a c¼a într-adev¼ar echivalenţa (i) , (ii) are loc. Din relaţia precedent¼a
rezult¼a c¼a dac¼a funçtia f este R-diferenţiabil¼a atunci funçtia vectorial¼a real¼a
(u; v) : D ! R2 este diferenţiabil¼a în punctul z0 = (x0; y0) având diferenţiala o
funçtie R-liniar¼a dR(u; v) : R2 ! R2 care în raport cu baza canonic¼a a lui R2

are matricea
�
a1 b1
a2 b2

�
, deci

�
a1 b1
a2 b2

�
=

264
@u

@x
(x0; y0)

@u

@y
(x0; y0)

@v

@x
(x0; y0)

@v

@y
(x0; y0)

375.
Deducem c¼a formula de calcul din enunţ pentru dRf(z0)(z) are loc.

Propozi̧tia 5. FieD � C o muļtime deschis¼a şi f = u+iv : D ! C o funçtie
de la D în C. Pentru orice z0 2 D, urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Funçtia f este C-diferenţiabil¼a în punctul z0.
(ii) Exist¼a � 2 C, r 2 (0;+1) � R şi o funçtie !z0 : Br(0)! C astfel încât

1) f(z0 + h) = f(z0) + �h+ !z0(h);8h 2 Br(0),

2) lim
h!0

!z0(h)

h
= 0.

(iii) Funçtia f este olomorf¼a în punctul z0.

Demonstra̧tie. (i) ) (ii). Presupunem c¼a (i) are loc. Din [3.2 Prop. 2
(ii) şi Def. 3 (ii)] rezult¼a c¼a exist¼a un num¼ar complex � 2 C astfel încât

lim
h!0

jf(z0 + h)� f(z0)� �hj
jhj = 0.

Deoarece D este o muļtime deschis¼a şi z0 2 D rezult¼a c¼a exist¼a r 2 (0;+1) � R
cu proprietatea c¼a Br(z0) � D. Deducem c¼a pentru orice h 2 Br(0) avem
z0 + h 2 D, deci exist¼a o funçtie !z0 : Br(0)! C veri�când

!z0(h) = f(z0 + h)� f(z0)� �h; 8h 2 Br(0),
ceea ce implic¼a relaţiile 1) şi 2). Prin urmare (ii) are loc.
(ii)) (iii). Presupunem c¼a (ii) are loc. Rezult¼a c¼a exist¼a � 2 C astfel încât

� = lim
h!0

f(z0 + h)� f(z0)
h

,

deci exist¼a derivata lui f în z0 dat¼a prin
f 0(z0) = �.

Rezult¼a c¼a (iii) are loc.
(iii)) (i). Presupunem (iii). Conform relaţiei 1) rezult¼a c¼a exist¼a o funçtie

C-liniar¼a dCf(z0) : C! C de�nit¼a prin condi̧tia
dCf(z0)(h) = f

0(z0)h;8h 2 C,
care are proprietatea din [1.3 Def. 3 (ii)], deci (i) are loc.

Consecinţ¼a 6. Fie D � C o muļtime deschis¼a. Orice funçtie olomorf¼a pe
D este o funçtie continu¼a pe D, deci are loc relaţia urm¼atoare de incluziune:

O (D) � C (D).
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Demonstra̧tie. Fie f 2 O (D) cu f : D ! C şi z0 2 D. Din faptul
c¼a f este olomorf¼a în z0 conform [1.3 Prop. 6 (iii) , (ii)] rezult¼a c¼a exist¼a
r 2 (0;+1) � R şi o funçtie !z0 : Br(0)! C astfel încât

10) f(z0 + h) = f(z0) + f
0 (z0)h+ h

!z0 (h)

h ;8h 2 Br(0)r f0g,

2) lim
h!0

!z0(h)

h
= 0.

Relaţia 10) implic¼a

f(z0 + h)� f(z0) = f 0 (z0)h+ h
!z0 (h)

h ;8h 2 Br(0)r f0g.
Prin trecere la limit¼a în raport cu h, din relaţia precedent¼a utilizând 2) deducem
urm¼atoarea proprietate:

lim
h!0

[f(z0 + h)� f(z0)] = lim
h!0

h
f 0 (z0)h+ h

!z0 (h)

h

i
= 0,

deci lim
z!z0

f (z) = f (z0), de unde rezult¼a c¼a f este continu¼a în punctul z0 2 D.
Prin urmare, am obţinut c¼a (8z0 2 D) f este continu¼a în z0, deci f 2 C (D).
Propriet¼aţile anterioare împreun¼a cu rezultatele preliminare prezentate în 3.2

implic¼a urm¼atorul rezultat fundamental de caracterizare a funçtiilor olomorfe
pe muļtimi deschise.

Teorema 7. (Cauchy-Riemann) Fie D � C o muļtime deschis¼a în planul
complex şi f = u + iv : D ! C o funçtie de la D în C. Pentru orice punct
z0 = x0 + iy0 2 D, urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Funçtia f este olomorf¼a în z0.
(ii) Funçtia vectorial¼a real¼a (u; v) : D ! R2 este R-diferenţiabil¼a în punctul

z0 = (x0; y0) 2 D astfel încât s¼a �e satisf¼acute ecuaţiile urm¼atoare:

(CR)

8><>:
@u

@x
(x0,y0) =

@v

@y
(x0; y0)

@u

@y
(x0; y0) = �

@v

@x
(x0; y0)

.

Relaţiile (CR) se numesc ecuaţiile Cauchy-Riemann [3.2 Teor.1].

Demonstra̧tie. (i)) (ii). Presupunem (i). Conform echivalenţei din [3.3
Prop. 5 (i), (iii)] rezult¼a c¼a funçtia f este C-diferenţiabil¼a în punctul z0, deci
exist¼a o funçtie C-liniar¼a dCf(z0) : C! C cu proprietatea c¼a

lim
h!0

jf(z0 + h)� f(z0)� dCf(z0)(h)j
jhj = 0.

Din faptul c¼a orice funçtie C-liniar¼a este R-liniar¼a rezult¼a c¼a dCf(z0) : C ! C
este o funçtie R-liniar¼a, deci conform [1.3 Def. 3 (i)] f este R-diferenţiabil¼a
în punctul z0 şi dRf(z0) = dCf(z0). Conform [1.3 Prop. 4] de aici rezult¼a c¼a
funçtia (u; v) : D ! R2 este R-diferenţiabil¼a în z0 = (x0; y0) şi în plus are loc
relaţia urm¼atoare:

dRf(z0)(z) = ax+ by;8z = x+ iy 2 C,
unde a =

@f

@x
(x0; y0) şi b =

@f

@y
(x0; y0) sunt de�nite prin [1.3 Prop.4 (ii)]. Din

relaţiile care de�nesc constantele a şi b şi faptul c¼a funçtia dRf(z0) este în plus
C-liniar¼a utilizând [1.3 Prop. 2 (iii)] rezult¼a c¼a

a+ ib =
@f

@x
(x0; y0) + i

@f

@y
(x0; y0) =
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�
@u

@x
(x0; y0) + i

@v

@x
(x0; y0)

�
+ i

�
@u

@y
(x0; y0) + i

@v

@y
(x0; y0)

�
= 0.

Din relaţiile precedente rezult¼a (CR), deci (ii) are loc.
(ii) ) (i). Presupunem acum (ii). Din echivalenţa [1.3 Prop. 4 (i) , (ii)]

rezult¼a c¼a funçtia f este R-diferenţiabil¼a în punctul z0 şi R-diferenţiala lui f în
punctul z0 este de�nit¼a prin formula urm¼atoare:

dRf(z0)(z) =
@f

@x
(x0; y0)x+

@f

@y
(x0; y0)y, 8z = x+ iy 2 C.

Ecuaţiile Cauchy-Riemann (CR) sunt echivalente cu relaţia

(CR�)
@f

@x
(x0; y0) + i

@f

@y
(x0; y0) = 0.

Prin urmare, conform [1.3 Prop. 2 (iii)] din formula precedent¼a pentru calculul
R-diferenţialei dRf(z0)(z) şi (CR�) rezult¼a c¼a funçtia

dCf(z0) = dRf(z0) : C! C
este C-liniar¼a şi

dCf(z0)(z) = dRf(z0)(z) =
@f

@x
(x0; y0)z;8z = x+ iy 2 C.

Deci funçtia f este C-diferenţiabil¼a în punctul z0. Din [1.3 Prop. 5 (i), (iii)]
şi relaţia precedent¼a deducem c¼a f este olomorf¼a în z0 şi are loc urm¼atoarea
formul¼a de derivare a funçtiei f = u + iv în funçtie de derivatele paŗtiale ale
componentelor u şi v:

(FD) f 0(z0) =
@f

@x
(x0; y0) =

@u

@x
(x0; y0) + i

@v

@x
(x0; y0),

deci condi̧tia (i) are loc.

În continuare prezent¼am o consecinţ¼a a teoremei lui Lagrange din cazul
funçtiilor reale de�nite pe un interval compact real [a; b] � R la cazul unor
funçtii complexe netede 
 : [a; b]! C.
Propozi̧tia 8. Fie 
 : [a; b] ! C o funçtie neted¼a pe [a; b] � R, unde

�1 < a < b < +1. Este îndeplinit¼a condi̧tia urm¼atoare:
(9t0 2 (a; b)) j
 (a)� 
 (b)j � j
0 (t0)j (b� a).

Demonstra̧tie. Presupunem c¼a 
 = X + iY : [a; b] ! C este neted¼a pe
[a; b]. Dac¼a 
 (a) = 
 (b) atunci inegalitatea din enunţ are loc pentru orice
t0 2 (a; b). Presupunem c¼a 
 (a) 6= 
 (b). De�nim � : [a; b]! R astfel:

� (t) = (X (b)�X (a))X (t) + (Y (b)� Y (a))Y (t) ;8t 2 [a; b].
Funçtia � este o funçtie real¼a derivabil¼a pe [a; b]. Conform teoremei lui Lagrange
rezult¼a c¼a (9t0 2 (a; b)) � (b)� � (a) = �0 (t0) (b� a) ceea ce implic¼a
(X (b)�X (a))2 + (Y (b)� Y (a))2
= [(X (b)�X (a))X 0 (t0) + (Y (b)� Y (a))Y 0 (t0)] (b� a).

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz aplicat¼a membrului drept al identit¼aţii
precedente deducem inegalitatea urm¼atoare:
(X (b)�X (a))2 + (Y (b)� Y (a))2

�
q
(X (b)�X (a))2 + (Y (b)� Y (a))2

q
(X 0 (t0))

2
+ (Y 0 (t0))

2
(b� a),

ceea ce implic¼a j
 (a)� 
 (b)j2 � j
 (a)� 
 (b)j j
0 (t0)j (b� a), dar 
 (a) 6= 
 (b),
deci proprietatea din enunţ este complet veri�cat¼a.
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În propozi̧tia urm¼atoare se prezint¼a o inegalitate important¼a satisf¼acut¼a de
funçtiile olomorfe de�nite pe muļtimi deschise arbitrare numit¼a inegalitatea lui
Lagrange pentru funcţii olomorfe.

Propozi̧tia 9. Fie f 2 O (D) şi z1; z2 2 C cu z1 6= z2 dou¼a puncte în planul
complex cu proprietatea c¼a segmentul orientat de origine z1 şi de extremitate
z2 este conţinut în D, deci
[z1; z2] = f(1� �) z1 + �z2 : � 2 [0; 1] � Rg � D.

Atunci este îndeplinit¼a condi̧tia urm¼atoare:
(9�0 2 (0; 1)) jf (z2)� f (z1)j � jf 0 ((1� �0) z1 + �0z2)j jz2 � z1j.
Demonstra̧tie. Fie f; z1; z2 cu propriet¼aţile din enunţ. De�nim o funçtie


 : [0; 1] ! C astfel: 
 (�) = f ((1� �) z1 + �z2) ;8� 2 [0; 1]. Rezult¼a c¼a

 este un drum neted cu muļtimea parametrilor [0; 1] � R. Conform [3.3
Prop. 8] rezult¼a c¼a exist¼a �0 2 (0; 1) astfel încât j
 (1)� 
 (0)j � j
0 (�0)j,
dar 
 (0) = f (z1) ; 
 (1) = f (z2) şi 
0 (�0) = f 0 ((1� �0) z1 + �0z2) (z2 � z1),
deci inegalitatea din enunţ are loc.

Din propozi̧tia precedent¼a rezult¼a urm¼atoarea teorem¼a în care se prezint¼a o
caracterizare a funçtiilor olomorfe de�nite pe un domeniu D în planul complex
având derivata identic nul¼a pe D.

Teorema 10. Fie D � C un domeniu, deci D este o muļtime deschis¼a şi
conex¼a în planul complex. Pentru orice funçtie olomorf¼a f 2 O (D), urm¼atoarele
a�rmaţii sunt echivalente:
(i) (8z 2 D) f 0 (z) = 0;
(ii) (9c 2 C) (8z 2 D) f (z) = c.
Demonstra̧tie. (ii)) (i) Presupunem (ii). Rezult¼a c¼a
(8z 2 D)9f 0 (z) = lim

h!0

f(z+h)�f(z)
h = lim

h!0

c�c
h = 0, deci (i) are loc.

(i) ) (ii) Presupunem (i). Fie z0 2 D un punct �xat în domeniul D.
De�nim submuļtimea urm¼atoare a lui D:

S = fz 2 D : f (z) = f (z0)g.
Ar¼at¼am c¼a S satisface condi̧tiile urm¼atoare:
c1) S este o muļtime închis¼a în C;
c2) S este o muļtime deschis¼a în C.
Veri�care c1). Fie (zn)n2N un şir convergent de elemente din S cu zn ! a.

Din ipoteza c¼a f 2 O (D) rezult¼a c¼a f este continu¼a pe D, deci f (zn)! f (a),
dar (8n 2 N) zn 2 S, deci conform de�ni̧tiei lui S rezult¼a
(8n 2 N) f (zn) = f (z0),

ceea ce implic¼a f (a) = f (z0), deci a 2 S. Prin urmare, orice şir convergent de
elemente din S are limita în S, deci adh (S) = S, de unde deducem c1).
Veri�care c2). Fie u0 2 S � D. Din faptul c¼a D este o muļtime deschis¼a în

C rezult¼a c¼a exist¼a r 2 R�+ astfel încât Dr (u0) � D. Pentru orice u 2 Dr (u0),
avem [u0; u] � Dr (u0), deci [u0; u] � D. Conform [3.3 Prop. 9] rezult¼a c¼a exist¼a
�0 2 (0; 1) astfel încât
jf (u)� f (u0)j � jf 0 ((1� �0)u0 + �0u)j ju� u0j,

de unde conform ipotezei (i) rezult¼a jf (u)� f (u0)j = 0, ceea ce implic¼a
f (u) = f (u0) = f (z0), deci u 2 S. Astfel am obţinut c¼a
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(8u0 2 S)
�
9r 2 R�+

�
Dr (u0) � S,

de unde rezult¼a c2).
Din condi̧tiile c1) şi c2) împreun¼a cu relaţiile
S [ (D r S) = D şi S \ (D r S) = ;,

utilizând propriet¼aţile S 6= ; (z0 2 S) şiD conex¼a rezult¼a în mod necesar S = D.
Din de�ni̧tia lui S rezult¼a (ii) pentru c = f (z0).

De�ni̧tia 11. Fie P : D ! R cu D � R2 deschis¼a. Spunem c¼a P este o
funcţie armonic¼a pe D dac¼a P are derivate paŗtiale de ordinul al doilea continue
pe D astfel încât @

2P
@x2 (x; y) +

@2P
@y2 (x; y) = 0;8 (x; y) 2 D.

Teorema 12. Dac¼a f = u+iv : D ! C este o funçtie olomorf¼a pe muļtimea
deschis¼a D atunci funçtiile reale u = Re f : D ! R şi v = Im f : D ! R sunt
funçtii armonice pe D, deci au loc relaţiile:

@2u
@x2 (x; y) +

@2u
@y2 (x; y) = 0 şi

@2v
@x2 (x; y) +

@2v
@y2 (x; y) = 0;8 (x; y) 2 D.

Comentarii. Teorema 12 a�rm¼a c¼a partea real¼a u şi partea imaginar¼a v ale
unei funçtii olomorfe f = u + iv 2 O (D) au proprietatea u; v 2 C2(D). Din
studiul funçtiilor olomorfe rezult¼a c¼a funçtiile reale respective au proprietatea
u; v 2 C1 (D), adic¼a au derivate paŗtiale de orice ordin continue pe D. În
conexiune cu funçtiile armonice, are loc urm¼atoarea reciproc¼a a teoremei 12:
dac¼a u : D ! R este o funçtie armonic¼a pe D, atunci exist¼a funçtii olomorfe
f 2 O (D) astfel încât u = Re f . De asemenea, dac¼a v : D ! R este o funçtie
armonic¼a pe D, atunci exist¼a funçtii olomorfe g 2 O (D) astfel încât v = Im g.
Construçtia funçtiilor olomorfe f 2 O (D), respectiv g 2 O (D) menţionate
anterior, se bazeaz¼a pe aplicarea ecuaţiilor Cauchy-Riemann (CR).

3.5 Funçtii elementare olomorfe şi reguli de derivare

În continuare prezent¼am un set de exerci̧tii prin care sunt furnizate diverse
exemple de funçtii elementare olomorfe împreun¼a cu propriet¼aţi esenţiale ale
acestora şi reguli de derivare obţinute din rezultatele precedente.

Exerci̧tiu 1. S¼a se demonstreze c¼a urm¼atoarele funçtii f : C ! C sunt
olomorfe pe C şi s¼a se determine derivatele lor:
(i) f = Pn [a], 8n 2 N şi 8a = (a0; a1; :::; an) 2 Cn+1 (funçtia polinomial¼a

analitic¼a de grad n), adic¼a
(8z 2 C) f (z) = Pn [a] (z) = a0zn + a1zn�1 + :::+ an;

(ii) f (z) = ez, 8z 2 C (funçtia exponenţial¼a complex¼a);
(iii) a) f (z) = sin z, 8z 2 C (funçtia sinus complex);

b) f (z) = cos z, 8z 2 C (funçtia cosinus complex).
(iv) a) f (z) = sinh z, 8z 2 C (funçtia sinus hiperbolic complex);

b) f (z) = cosh z, 8z 2 C (funçtia cosinus hiperbolic complex).
Rezolvare. (i) Utilizând de�ni̧tia noţiunii de funçtie olomorf¼a rezult¼a c¼a

pentru orice m 2 N şi z 2 C au loc relaţiile urm¼atoare:
lim
h!0

(z+h)m�zm
h = lim

h!0

�
mzm�1 + hT (z; h)

�
= mzm�1,

deci funçtia putere pm(z) = zm;8z 2 C este olomorf¼a şi
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p0m(z) = (z
m)

0
= mzm�1;8z 2 C.

Funçtia constant¼a egal¼a cu 1; k1 : C ! C cu k1 (z) = 1;8z 2 C este olomorf¼a
cu derivata nul¼a pe C; k01 (z) = 0;8z 2 C. Din de�ni̧tia funçtiei polinomiale
complexe Pn [a] rezult¼a:
Pn [a] (z) = a0pn(z) + a1pn�1(z) + :::+ an�1p1 (z) + ank1 (z) ;8z 2 C.
Conform [3.2 Teor. 3] din relaţia precedent¼a utilizând regulile de derivare ale

funçtiilor olomorfe pn; pn�1; :::; p1; k1 stabilite anterior, deducem proprietatea
Pn [a] 2 O (C) şi faptul c¼a derivata P 0n [a] : C! C este dat¼a prin:
P 0n [a] (z) = a0nz

n�1 + a1 (n� 1) zn�2 + :::+ an�1.
(ii) Fie z = x + iy 2 C. Conform de�ni̧tiei funçtiei exponenţiale complexe

rezult¼a:
f (z) = ez = ex+iy = exeiy = ex (cos y + i sin y) = ex cos y + iex sin y;

deci f = u+ iv cu u = Re f şi v = Im f , astfel încât
u (x; y) = ex cos y şi v (x; y) = ex sin y:

Avem u; v 2 C1
�
R2
�
şi în plus sunt satisf¼acute ecuaţiile Cauchy-Riemann:

@u
@x (x; y) =

@
@x (e

x cos y) = ex cos y = @v
@y (x; y) ;

@u
@y (x; y) =

@
@y (e

x cos y) = �ex sin y = � @v
@x (x; y) :

deci f este olomorf¼a pe C. Din demonstraţia teoremei Cauchy-Riemann rezult¼a
urm¼atoarea regul¼a de derivare a unei funçtii olomorfe f = u+ iv:
f 0 (z) = @f

@x (x; y) =
@u
@x (x; y) + i

@v
@x (x; y),

deci în cazul funçtiei exponenţiale rezult¼a
f 0 (z) = (ez)

0
= ex cos y + iex sin y = ez.

(iii) a) Din de�ni̧tia funçtiei sinus complex rezult¼a
f (z) = sin z = eiz�e�iz

2i , 8z 2 C.
Din rezultatele precedente (i) şi (ii) utilizând propriet¼aţile funçtilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c¼a f este olomorf¼a şi au loc relaţiile urm¼atoare:

f 0 (z) = (sin z)
0
=
�
eiz�e�iz

2i

�0
=

1
2i

h�
eiz
�0 � �e�iz�0i = 1

2i

�
ieiz � (�i) e�iz

�
=

eiz+e�iz

2 = cos z:
b) Din de�ni̧tia funçtiei cosinus complex rezult¼a
f (z) = cos z = eiz+e�iz

2 , 8z 2 C.
Din rezultatele precedente (i) şi (ii) utilizând propriet¼aţile funçtilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c¼a f este olomorf¼a şi au loc relaţiile urm¼atoare:

f 0 (z) = (cos z)
0
=
�
eiz+e�iz

2

�0
=

1
2

h�
eiz
�0
+
�
e�iz

�0i
= 1

2

�
ieiz + (�i) e�iz

�
=

i(eiz�e�iz)
2 = � sin z:

(iv) a) Din de�ni̧tia funçtiei sinus hiperbolic complex rezult¼a
f (z) = sinh z = ez�e�z

2 , 8z 2 C.
Din rezultatele precedente (i) şi (ii) utilizând propriet¼aţile funçtilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c¼a f este olomorf¼a şi au loc relaţiile urm¼atoare:

f 0 (z) = (sinh z)
0
=
�
ez�e�z

2

�0
=
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1
2

h
(ez)

0 � (e�z)0
i
= 1

2 [e
z � (�e�z)] =

ez+e�z

2 = cosh z:
b) Din de�ni̧tia funçtiei cosinus hiperbolic complex rezult¼a
f (z) = cosh z = ez+e�z

2 , 8z 2 C.
Din rezultatele precedente (i) şi (ii) utilizând propriet¼aţile funçtilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c¼a f este olomorf¼a şi au loc relaţiile urm¼atoare:

f 0 (z) = (cosh z)
0
=
�
ez+e�z

2

�0
=

1
2

h
(ez)

0
+ (e�z)

0
i
= 1

2 [e
z + (�e�z)] =

ez�e�z
2 = sinh z:

Exerci̧tiu 2. Funçtia exponenţial¼a are urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) e0 = 1;
(ii) ez+w = ezew;8z; w 2 C;
(iii) ez�w = ez

ew ;8z; w 2 C;
(iv) ez 6= 0;8z 2 C;
(v) jezj = eRe z;8z 2 C:
Rezolvare. Utiliz¼am forma algebric¼a a funçtiei exponenţiale complexe:
(8z = x+ iy 2 C) ez = ex cos y + iex sin y:
(i) Avem e0 = e0 cos 0 + ie0 sin 0 = 1:
(ii) Fie z = x+ iy şi w = u+ iv. Rezult¼a c¼a z+w = (x+ u)+ i (y + v), deci
ez+w = ex+u cos (y + v) + iex+u sin (y + v) ;
ezew = (ex cos y + iex sin y) (eu cos v + ieu sin v) =
ex+u (cos y cos v � sin y sin v) + iex+u (sin y cos v + sin v cos y) ;

de unde rezult¼a c¼a relaţia (ii) are loc.
(iii) Fie z = x + iy şi w = u + iv. Rezult¼a c¼a z � w = (x� u) + i (y � v),

deci au loc relaţiile urm¼atoare:
ez�w = ex�u cos (y � v) + iex�u sin (y � v) ;
ez

ew =
ex cos y+iex sin y
eu cos v+ieu sin v =

(ex cos y+iex sin y)(eu cos v�ieu sin v)
eu =

ex�u (cos y + i sin y) (cos v � i sin v) =
ex�u (cos y cos v + sin y sin v) + iex�u (sin y cos v � sin v cos y) ;

de unde rezult¼a c¼a identitatea (iii) are loc.
(iv) Dac¼a z = x + iy atunci ez = ex cos y + iex sin y. Din ez = 0 rezult¼a

ex cos y = 0 şi ex sin y = 0, deci cos y = 0 = sin y, dar sin2 y + cos2 y = 1,
contradiçtie. Rezult¼a c¼a proprietatea (iv) din enunţ are loc.
(v) Dac¼a z = x+ iy atunci ez = ex cos y + iex sin y, deci:

jezj =
q
(ex cos y)

2
+ (ex sin y)

2
=

ex
p
cos2 y + sin2 y = ex = eRe z:

Exerci̧tiu 3. Funçtiile trigonometrice complexe sinus şi cosinus satisfac
urm¼atoarele relaţii, pentru orice z; w 2 C:
(i) sin (z � w) = sin z cosw � sinw cos z;
(ii) cos (z � w) = cos z cosw � sin z sinw;
(iii) sin (iz) = i sinh z;
(iv) cos (iz) = cosh z:
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Utilizând aceste propriet¼aţi s¼a se determine forma algebric¼a a funçtiilor
trigonometrice şi hiperbolice sinus şi cosinus împreun¼a cu formulele de calcul
ale modulului acestor funçtii.

Rezolvare. Fie z; w 2 C. Relaţiile (i) � (iv) se obţin prin calcul direct pe
baza de�ni̧tiilor funçtiilor implicate utilizând propriet¼aţile funçtiei exponenţiale
din [3.4 Ex. 2]. Pentru ilustrare veri�c¼am una din identit¼aţile (i). Au loc
relaţiile urm¼atoare:
sin (z + w) = ei(z+w)�e�i(z+w)

2i =
eizeiw� 1

eizeiw

2i =
e2ize2iw�1
2ieizeiw .
De asemenea pornind din membrul drept avem:
sin z cosw + sinw cos z =
(eiz�e�iz)(eiw+e�iw)

4i +
(eiw�e�iw)(eiz+e�iz)

4i =
(e2iz�1)(e2iw+1)+(e2iz+1)(e2iw�1)

4ieizeiw =
2(e2ize2iw�1)

4ieizeiw = e2ize2iw�1
2ieizeiw ;

deci conform relaţiilor stabilite anterior obţinem:
sin (z + w) = sin z cosw + sinw cos z.

În mod similar rezult¼a celelalte identit¼aţi.
Determin¼am în continuare forma algebric¼a a funçtiilor respective şi expresia

modulului acestora. Fie z = x+ iy: Conform [3.4 Ex. 3 (i)� (iv)] rezult¼a:
sin z = sin (x+ iy) =
sinx cos (iy) + sin (iy) cosx =
sinx cosh y + i sinh y cosx;
deci
jsin zj =

p
sin2 x cosh2 y + sinh2 y cos2 x;8z = x+ iy 2 C;

cos z = cos (x+ iy) =
cosx cos (iy)� sinx sin (iy) =
cosx cosh y � i sinx sinh y;
deci
jcos zj =

p
cos2 x cosh2 y + sin2 x sinh2 y;8z = x+ iy 2 C;

sinh z = ez�e�z
2 =

e2z�1
2ez = e2x(cos(2y)+i sin(2y))�1

2ex(cos y+i sin y) =

((e2x cos(2y)�1)+i sin(2y))(cos y�i sin y)
2ex =

cos y(e2x cos(2y)�1)+sin y sin(2y)
2ex + i

cos y sin(2y)�sin y(e2x cos(2y)�1)
2ex ;

deci

jsinh zj = 1
2ex

q
[� (x; y)]

2
+ [� (x; y)]

2
;

unde
� (x; y) = cos y

�
e2x cos (2y)� 1

�
+ sin y sin (2y) ;

� (x; y) = cos y sin (2y)� sin y
�
e2x cos (2y)� 1

�
;

cosh z = ez+e�z

2 =
e2z+1
2ez = e2x(cos(2y)+i sin(2y))+1

2ex(cos y+i sin y) =
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((e2x cos(2y)+1)+i sin(2y))(cos y�i sin y)
2ex =

cos y(e2x cos(2y)+1)+sin y sin(2y)
2ex + i

cos y sin(2y)�sin y(e2x cos(2y)+1)
2ex ;

deci

jcosh zj = 1
2ex

q
[
 (x; y)]

2
+ [� (x; y)]

2
;

unde

 (x; y) = cos y

�
e2x cos (2y) + 1

�
+ sin y sin (2y) ;

� (x; y) = cos y sin (2y)� sin y
�
e2x cos (2y) + 1

�
:

Exerci̧tiu 4. S¼a se demonstreze urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) sin z = 0, (9k 2 Z) z = k�;
(ii) cos z = 0, (9k 2 Z) z = (2k + 1) �2 ;
(iii) sinh z = 0, (9k 2 Z) z = ik�;
(iv) cosh z = 0, (9k 2 Z) z = i (2k + 1) �2 :
Exerci̧tiu 5. S¼a se demonstreze c¼a urm¼atoarele funçtii sunt olomorfe pe

domeniul lor de de�ni̧tie şi s¼a se calculeze derivatele lor:
(i) f (z) = tan z = sin z

cos z ;8z 2 Cr Z (cos), unde
Z (cos) = fz 2 C : cos z = 0g ;
(ii) f (z) = cot z = cos z

sin z ;8z 2 Cr Z (sin), unde
Z (sin) = fz 2 C : sin z = 0g ;
(iii) f (z) = tanh z = sinh z

cosh z ;8z 2 Cr Z (cosh), unde
Z (cosh) = fz 2 C : cosh z = 0g ;
(iv) f (z) = coth z = cosh z

sinh z ;8z 2 Cr Z (sinh), unde
Z (sinh) = fz 2 C : sinh z = 0g :
Exerci̧tiu 6. S¼a se demonstreze urm¼atoarele propriet¼aţi de periodicitate a

urm¼atoarelor funçtii complexe:
(i) sin z şi cos z sunt funçtii periodice cu perioada T = 2�;
(ii) ez+2k�i = ez;8k 2 Z;8z 2 C;
(iii) cosh (z + 2�i) = cosh z;8z 2 C;
(iv) sinh (z + 2�i) = sinh z;8z 2 C:
Exerci̧tiu 7. S¼a se calculeze p¼aŗtile real¼a şi imaginar¼a ale urm¼atoarelor

numere complexe: a) e2z b) ez
2

c) ee
z

.

Exerci̧tiu 8. S¼a se rezolve ecuaţiile urm¼atoare:
(i) cosh z = �1 (ii) cos2 z = 4 (iii) tan z = i:
Exerci̧tiu 9. S¼a se determine muļtimea zerourilor
Z (f) = fz 2 C : f (z) = 0g
unde f (z) este de�nit respectiv prin:
(i)
�
z4 � 1

�
sin (�z) (ii) cosh2 z (iii) 1 + e2z

(iv) sin3
�
1
z

�
cu z 6= 0 (v) 1� ez2 (vi) 1 + ez2 .

Exerci̧tiu 10. S¼a se determine urm¼atoarele muļtimi de numere complexe:
(i) Arg(�1) (ii) Arg(1� i) (iii) Arg(e� 2�i

3 )

(iv)
�p
2
�i
(v) i

p
2 (vi) ii (vii) ei�.

Exerci̧tiu 11. Fie z; w 2 C. S¼a se demonstreze urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) sinw = z , w 2 �iLn

�h
iz +

�
1� z2

� 1
2

i�
;

75



(ii) cosw = z , w 2 �iLn
�h
z + i

�
1� z2

� 1
2

i�
;

(iii) tanw = z , w 2 i
2Ln

�
i+z
i�z

�
.

Propriet¼aţile precedente furnizeaz¼a expresia funçtiilor trigonometrice inverse
arcsin, arccos şi arctan.

Exerci̧tiu 12. Fie z; w 2 C. S¼a se demonstreze urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) sinhw = z , w 2 Ln

�h
z +

�
z2 + 1

� 1
2

i�
;

(ii) coshw = z , w 2 Ln
�h
z +

�
z2 � 1

� 1
2

i�
;

(iii) tanhw = z , w 2 1
2Ln

�
1+z
1�z

�
.

Propriet¼aţile precedente furnizeaz¼a expresia funçtiilor hiperbolice inverse
Arc sinh, Arc cosh şi Arc tanh.

4 INTEGRAREA FUNCŢIILOR COMPLEXE

În acest paragraf se introduce noţiunea de funçtie complex¼a integrabil¼a pe
un drum. Se prezint¼a teorema lui Cauchy şi teorema integral¼a a lui Cauchy
privind integrala pe drumuri în planul complex.

4.1 Integrala pe drumuri

De�ni̧tia 1. Fie D � C, f : D ! C o funçtie complex¼a şi 
 : [a; b] ! C
un drum parametrizat neted pe poŗtiuni cu suportul � = 
 ([a; b]) � D, deci
parametrizarea 
 este o funçtie neted¼a pe poŗtiuni cu 
 : [a; b] ! D. Funçtia

f se numeşte integrabil¼a pe 
 dac¼a exist¼a integrala

bZ
a

f (
 (t)) 
0 (t) dt. În acest

caz, not¼am integral¼a precedent¼a prin
Z



f (z) dz, deci

Z



f (z) dz =

bZ
a

f (
 (t)) 
0 (t) dt 2 C

Num¼arul complex
Z



f (z) dz se numeşte integrala lui f pe 
 sau în lungul lui �.

Comentariu. În de�ni̧tia precedent¼a, existenţa integralei

bZ
a

f (
 (t)) 
0 (t) dt

înseamn¼a c¼a funçtia complex¼a de o variabil¼a real¼a (f � 
) � 
0 : [a; b] ! C este
integrabil¼a pe [a; b], adic¼a ambele funçtii reale de o variabil¼a real¼a

A = Re (f � 
) � 
0 : [a; b]! R şi B = Im (f � 
) � 
0 : [a; b]! R
sunt integrabile pe [a; b] şi în acest caz
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bZ
a

f (
 (t)) 
0 (t) dt =

bZ
a

A (t) dt+ i

bZ
a

B (t) dt.

Propozi̧tia 2. Dac¼a f = u + iv : � ! C este o funçtie continu¼a atunci
funçtia f este integrabil¼a pe orice drum neted pe poŗtiuni 
 : [a; b] ! D şi are
loc relaţia urm¼atoare:

(I
)

Z



f (z) dz =

Z



u (x; y) dx� v (x; y) dy + i
Z



v (x; y) dx+ u (x; y) dy.

Demonstra̧tie. Presupunem c¼a drumul 
 din enunţ este de�nit prin relaţia
urm¼atoare:


 (t) = x (t) + iy (t) ;8t 2 [a; b].
Din faptul c¼a f : �! C este continu¼a rezult¼a c¼a funçtia

(f � 
) � 
0 : [a; b]! C
este integrabil¼a pe [a; b]. Conform 4.1 Def. 1 rezult¼a urm¼atoarele relaţii:Z




f (z) dz =

bZ
a

f (
 (t)) 
0 (t) dt =

bZ
a

f (x (t) + iy (t)) (x0 (t) + iy0 (t)) dt,

dar funçtia de sub semnul integralei precedente veri�c¼a
f (x (t) + iy (t)) (x0 (t) + iy0 (t)) =

(u (x (t) ; y (t)) + iv (x (t) ; y (t))) (x0 (t) + iy0 (t)) =

(u (x (t) ; y (t))x0 (t)� v (x (t) ; y (t)) y0 (t))+
i (v (x (t) ; y (t))x0 (t) + u (x (t) ; y (t)) y0 (t)),

deci are loc relaţia urm¼atoare:Z



f (z) dz =

bZ
a

(u (x (t) ; y (t))x0 (t)� v (x (t) ; y (t)) y0 (t)) dt+

i

bZ
a

(v (x (t) ; y (t))x0 (t) + u (x (t) ; y (t)) y0 (t)) dt,

de unde rezult¼a formula din enunţ.

Comentarii. Integralele din membrul drept al formulei (I) din propozi̧tia
precedent¼a sunt integrale curbilinii reale de spȩta a doua pe 
 corespunz¼atoare
formelor diferenţiale

u (x; y) dx� v (x; y) dy şi v (x; y) dx+ u (x; y) dy.
Expresiile acestor forme diferenţiale se pot obţine prin aplicarea urm¼atoarelor
reguli de calcul simbolic: dac¼a z = x + iy 2 C, atunci de�nim dz = dx + idy,
f (z) dz = (u (x; y) + iv (x; y)) (dx+ idy) şi evalu¼am membrul drept al relaţiei
precedente cu regulile uzuale de calcul simbolic în C. Obţinem urm¼atoarea
formul¼a de calcul simbolic:
f (z) dz = (u (x; y) dx� v (x; y) dy) + i (v (x; y) dx+ u (x; y) dy).
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Exerci̧tiu 3. Fie a 2 C, r > 0 şi 
r (a) : [0; 2�] ! C conturul circular de
centru a şi de raz¼a r, cu 
r (a) (t) = a+ re

it, 8t 2 [0; 2�]. S¼a se demonstreze c¼a
pentru orice n 2 Z, are loc relaţia urm¼atoare:Z


r(a)

(z � a)n dz =
�

0 dac¼a n 6= �1
2�i dac¼a n = �1 .

Rezolvare. Fie n 2 Z. Funçtia de integrat pe conturul respectiv este
f : Cr (a)! C cu f (z) = (z � a)n ;8z 2 im (
r (a)) = Cr (a). Rezult¼a

In (a) =

Z

r(a)

(z � a)n dz =
2�Z
0

[
r (a) (t)� a]
n
[
r (a)]

0
(t) dt;

deci

In (a) =

2�Z
0

�
reit
�n
rieitdt = irn+1

2�Z
0

ei(n+1)tdt:

Dac¼a n = �1 atunci In (a) = ir0
2�Z
0

dt = 2�i. Dac¼a n 6= �1 atunci

In (a) = ir
n+1 1

i(n+1)

�
ei(n+1)2� � ei(n+1)0

�
= rn+1

n+1 [1� 1] = 0,
deoarece (8k 2 Z) e2k�i = 1. Prin urmare, relaţia din enunţ are loc.

Exerci̧tiu 4. S¼a se calculeze
Z



z2dz în urm¼atoarele cazuri:

a) 
 : [0; 1]! C cu

 (t) = (1� t) (�r) + tr = (2t� 1) r, 8t 2 [0; 1];

b) 
 : [0; �]! C cu

 (t) = reit;8t 2 [0; �].

Rezolvare. a) În acest caz rezult¼aZ



z2dz =

1Z
0

[(2t� 1) r]2 2rdt =
�
2r3

�
4
3 t
3 � 2t2 + t

��1
0
= 2r3

3 :

b) În acest caz rezult¼aZ



z2dz =

�Z
0

�
reit
�2
rieitdt = r3

�
1
3e
3it
��
0
= � 2r3

3 .

De�ni̧tia 5. Fie f : D ! C, 
 =
�

j : [aj ; bj ]! D

�
j=1;n

o familie de
drumuri netede pe poŗtiuni în D � C. Funçtia f se numeşte integrabil¼a pe 


dac¼a f este integrabil¼a pe 
j , pentru orice j 2 f1; 2; :::; ng, deci exist¼a
Z

j

f (z) dz,

pentru orice j 2 f1; 2; :::; ng. In acest caz not¼amZ



f (z) dz =
nX
j=1

Z

j

f (z) dz.
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De�ni̧tii 6. Fie 
 : [a; b] ! C un drum parametrizat neted pe poŗtiuni cu
muļtimea suport �.
(i) Lungimea drumului 
 este num¼arul real l (
) 2 R+ de�nit astfel:

l (
) =

bZ
a

j
0 (t)j dt.

(ii) Drumul e
 : hea;ebi ! C se obţine din drumul 
 printr-o reparametrizare

neted¼a strict cresc¼atoare � :
hea;ebi ! [a; b], dac¼a e
 = 
 � �, unde � este o

funçtie derivabil¼a cu derivata continu¼a pe intervalul
hea;ebi cu proprietatea c¼a�

8t 2
hea;ebi� �0 (t) > 0.

(iii) Dac¼a drumul e
 : hea;ebi ! C se obţine din 
 printr-o reparametrizare

neted¼a strict cresc¼atoare � :
hea;ebi! [a; b], atunci e
 se numeşte un drum orientat

echivalent cu 
 şi not¼am acest fapt prin e
 � 
.
Comentarii. În condi̧tiile de�ni̧tiei precedente, dac¼a e
 � 
, atunci e
 şi 


au aceeaşi muļtime suport, im (e
) = � = im (
), şi în raport cu convenţia de
orientare în sensul creşterii parametrului, muļtimea � este parcurs¼a intuitiv în

acelaşi sens din punctul ini̧tial e
 (ea) = 
 (a) în punctul �nal e
 �eb� = 
 (b), relativ
la �ecare din cele dou¼a drumuri orientate e
 şi 
. Un exemplu util este urm¼atorul:
�e e
 : [0; �] ! C cu e
 (') = cos' + i sin';8' 2 [0; �] şi 
 : [�1; 1] ! C cu

 (t) = �t + i

p
1� t2;8t 2 [�1; 1]; atunci e
 � 
, deoarece e
 = 
 � � pentru

reparametrizarea � : [0; �] ! [�1; 1] cu � (') = � cos';8' 2 [0; �]. Având
în vedere cele menţionate, dac¼a e
 � 
, atunci drumurile e
 şi 
 se numesc
echivalente cu aceeaşi orientare.

Propozi̧tia 7. FieD � C o muļtime deschis¼a şi 
 : [a; b]! D un drum neted
pe poŗtiuni cu muļtimea suport �. Presupunem c¼a f : D ! C este integrabil¼a pe

 şi drumul 
 are lungimea l (
). Atunci sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:

(i) Dac¼a e
 : hea;ebi! D este un drum în D astfel încât e
 � 
, atunci f este
o funçtie integrabil¼a pe e
 şi are loc relaţia urm¼atoare:Z

e

f (z) dz =

Z



f (z) dz.

(ii) Funçtia f este integrabil¼a pe drumul opus �
 şi are loc identitatea:Z
�


f (z) dz = �
Z



f (z) dz.

(iii) Este valabil¼a urm¼atoarea inegalitate:������
Z



f (z) dz

������ � l (
)max fjf (z)j : z 2 �g.
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4.2 Formula lui Cauchy

Formula lui Cauchy este unul din rezultatele principale ale teoriei funçtiilor
complexe. Ne referim întâi la acest rezultat pentru domenii simplu conexe.
Utiliz¼am în acest sens urm¼atorul rezultat privind studiul existenţei primitivelor.
Teorema 1. Fie D � C un domeniu simplu conex. Dac¼a f : D ! C este

olomorf¼a pe D atunci exist¼a o funçtie F : D ! C olomorf¼a pe D cu proprietatea
F 0 (z) = f (z) ;8z 2 D, adic¼a F 0 = f .

De asemenea, are loc urm¼atorul rezultat:
Teorema 2. Fie D � C o muļtime deschis¼a şi f : D ! C. Presupunem c¼a

sunt îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
1) 
 : [a; b]! D este un drum parametrizat neted pe poŗtiuni;
2) F : D ! C este o primitiv¼a a lui f , adic¼a F este olomorf¼a pe D astfel

încât F 0 = f .
Atunci f este integrabil¼a pe 
 şi are loc relaţia urm¼atoare:Z




f (z) dz = F (
 (b))� F (
 (a)) (formula Leibniz-Newton)

Se obţine urm¼atorul rezultat ca un corolar al teoremelor precedente.
Teorema 3 (formula lui Cauchy). Dac¼a D � C este un domeniu simplu

conex, f : D ! C este o funçtie complex¼a şi 
 : [a; b] ! D este un drum
parametrizat neted pe poŗtiuni închis atunciZ




f (z) dz = 0.

Comentarii. Formula lui Cauchy pentru domenii simplu conexe se poate
generaliza la cazul domeniilor multiplu conexe D reprezentând interiorul unor
muļtimi compacte bordate multiplu conexe K � C (cf. Fig. 22). Se deduce
urm¼atoarea formul¼a de calcul:

(FC)

Z



f (z) dz =
nX
k=1

Z
�
k

f (z) dz,

unde 
 şi (
k)k=1;n sunt drumuri parametrizate netede pe poŗtiuni astfel încât
s¼a �e îndeplinite condi̧tiile urm¼atoare:
1) frontiera lui K notat¼a fr (K) este orientat¼a pozitiv în raport cu interiorul

lui K dat prin int (K) = D;

2) fr (K) = � [
 

n[
k=1

�k

!
cu � = im (
) şi �k = im (
k) ;8k 2 f1; 2; :::; ng.

În membrul drept al egalit¼aţii (FC),
�
k este opusul drumului 
k, 8k 2 f1; 2; :::; ng.

4.3 Formula integral¼a a lui Cauchy

Formula integral¼a a lui Cauchy este un alt rezultat esenţial. Introducem
urm¼atoarele noţiuni suplimentare necesare privind derivatele de ordin superior
ale funçtiilor complexe.
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γ

γ1

γ2
γ3

K

Figure 22: Compact K bordat, multiplu conex, cu frontiera pozitiv orientat¼a
relativ la int (K), fr (K) = im (
) [ [im (
1) [ im (
2) [ im (
3)]

De�ni̧tia 1. Fie D � C o muļtime deschis¼a, f : D ! C o funçtie şi j 2 N.
(i) Funçtia f (0) : D ! C exist¼a şi este de�nit¼a prin relaţia:

(1) f (0) (z) = f (z) ;8z 2 D.
(ii) Dac¼a funçtia f (j�1) : D ! C exist¼a şi f (j�1) este C-derivabil¼a pe D,

atunci spunem c¼a funçtia f (j) : D ! C exist¼a şi este de�nit¼a prin relaţia:
(2) f (j) (z) =

�
f (j�1)

�0
(z);8z 2 D,

unde
�
f (j�1)

�0
: D ! C este derivata funçtiei f (j�1) pe D.

De�ni̧tia 2. Fie D � C muļtime deschis¼a, f : D ! C şi n 2 N [ f0g.
(i) Dac¼a n = 0, atunci funçtia f este derivabil¼a de ordinul 0 pe D cu derivata

de ordinul 0 pe D notat¼a f (0) : D ! C şi de�nit¼a prin relaţia f (0) = f .
(ii) Dac¼a n � 1, atunci funçtia f este derivabil¼a de ordinul n pe D dac¼a

pentru orice j 2 f1; :::; ng, funçtia f (j) : D ! C exist¼a (a se vedea 4.3 Def.1) şi
în acest caz funçtia f (j) se numeşte derivata de ordinul j a lui f pe D.

Comentariu. Fie n 2 N. Din 4.3 Def. 1 şi Def. 2 rezult¼a c¼a dac¼a f : D ! C
este derivabil¼a de ordinul n peD, atunci f este derivabil¼a de ordin j peD, pentru
orice j 2 f0; 1; :::; n� 1g şi familia derivatelor sale

�
f (j) : D ! C

�
j=1;n

satisface
relaţiile de recurenţ¼a (2) din 4.3 Def. 1.

Teorema 3 (formula integral¼a a lui Cauchy). Fie f : D ! C olomorf¼a pe
muļtimea deschis¼a D şi K � D un compact bordat elementar. Atunci:
(i) f este derivabil¼a de ordin m pe D, pentru orice m � 2;
(ii) pentru orice n 2 N [ f0g şi z0 2 int (K) � D, are loc formula:

f (n) (z0) =
n!
2�i

Z



f(z)

(z�z0)n+1
dz,
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unde 
 este un drum parametrizat cu muļtimea suport � = fr (K) egal¼a cu
frontiera lui K parcurs¼a în sens pozitiv relativ la int (K).
Comentarii. Noţiunea de compact bordat elementar K � D � R2 = C a

fost introdus¼a în cursul de analiz¼a real¼a pentru evaluarea integralelor curbilinii
de spȩta a doua în plan cu formula Green-RiemannZ




Pdx+Qdy =

ZZ
K

�
@Q
@x (x; y)�

@P
@y (x; y)

�
,

unde P;Q 2 C1(D).
Rezultatul anterior este în conexiune cu studiul integralei complexe. Formula

integral¼a Cauchy permite stabilirea urm¼atorului rezultat important:

Formula lui Taylor. Fie f 2 O (D) cu D � C deschis¼a. Atunci pentru
orice punct z0 2 D exist¼a r 2 R�+ astfel încât Dr (z0) � D şi avem

f (z) =
+1X
n=0

f(n)(z0)
n! (z � z0)n ;8z 2 Dr (z0) = fz 2 C : jz � z0j < rg.

Rezultatele anterioare se aplic¼a la studiul punctelor singulare izolate ale
funçtiilor complexe bazat pe serii de puteri întregi numite serii Laurent. Rezult¼a
teorema lui Cauchy a reziduurilor cu aplicaţii la calculul unor integrale reale.
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