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INTRODUCERE

Obiectivul acestei lucrari didactice este de a prezenta elemente de analizd
complexa prevazute de programa cursurilor de matematica ale Facultatii de
Inginerie Aerospatiald si predate studentilor din anul al II-lea.

Rezultatele matematice care se prezintd sunt necesare pentru subiectele
"Serii Fourier" gi "Transformari integrale si aplicatii" din programa respectiva.
Scopul urmarit este de a oferi studentilor un ghid de studiu cat mai accesibil.

Sunt prezentate intr-o forma succintd notiuni si rezultate introductive de
baza ale teoriei functiilor complexe de o variabild complexd: numere complexe
si planul complex, functii olomorfe, integrarea functiilor complexe. Asimilarea
rezultatelor prezentate este indispensabila pentru a intelege alte teme de analiza
complexa din programa analitica, importante pentru aplicatii: dezvoltari in serie
Laurent pentru studiul singularitadtilor izolate ale functiilor complexe si teorema
reziduurilor cu aplicatii la calculul unor integrale reale.
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1 SISTEMUL NUMERELOR COMPLEXE
SI PLANUL COMPLEX

Numerele complexe au aparut in legatura cu rezolvarea ecuatiilor patratice si
cubice cu necunoscuta in multimea numerelor reale R. Dacé a € R atunci exista
x € R care este solutie a ecuatiei pitratice 22 = a dacd si numai daci a > 0.
Pentru orice numar real nenegativ a > 0 existd un numadr real nenegativ unic
x > 0 cu proprietatea 2 = a, care se noteazd x = \/a si se numeste radicina
patrata a lui a. Rezultd cd dacd a € R si ¢ > 0 atunci multimea solutiilor
ecuatiei 22 = a cu = € R este {\/a, —/a}. Faptul ci ecuatia pitratici 22 = a
cua € Rgia< 0nu are solutii # € R a condus la introducerea numerelor
complexe. Studiul ecuatiei cubice 23 = b cu necunoscuta z € R si b € R fixat a
condus de asemenea la introducerea numerelor complexe.

Multimea numerelor complexe se noteaza cu simbolul special C si include
multimea numerelor reale R in sensul urmator: numerele complexe se pot aduna
si se pot inmulti astfel incat operatiile de adunare 4 : C x C — C si de inmultire
-1 C x C — C definesc pe multimea C o structurd de corp comutativ (C,+,-)
care are un subcorp (R, +,-) izomorf cu corpul numerelor reale (R, +,-). Prin
urmare, numerele complexe apartinand lui R se pot considera numere reale.
Submultimea R a lui C se numegte dreapta reald. Existd trei numere complexe
speciale notate 0, 1 si ¢ pe care le vom numi respectiv numarul complex zero,
numérul complex unu si unitatea imaginara astfel incat 0 € R este elementul
neutru al operatiei de adunare, 1 € R~ {0} este elementul neutru al operatiei

de inmultire si i € C \ R satisface identitatea i> = —1. Multimea de numere
complexe Z = {i -y : y € R} se numesgte dreapta imaginara a lui C.
Conform celor mentionate anterior, rezults ci ecuatia patratica 22 = —1 cu

necunoscuta z € R nu are solutii, dar aceeasi ecuatie cu necunoscuta z € C are
doud solutii z=t1€Zsiz=—1€Z.

Obiectivul acestui paragraf este de a prezenta notiuni si proprietdti de baza
privind corpul numerelor complexe si planul complex. Punctul de pornire este
reprezentarea geometricd a numerelor complexe prin vectori legati in origine si
de extremitati puncte ale unui plan. Pe aceastd bazd, se definegte structura de
corp a multimii C impreuna cu interpretarea geometrica a operatiilor de adunare
si de inmultire. Planul complex este definit printr-o structura de spatiu vectorial
real normat pe multimea C cu norma derivata dintr-un produs scalar reflectand
reprezentarea geometrica a numerelor complexe. Notiuni si proprietati algebrice
si geometrice de baza sunt prezentate.



1.1 Multimea numerelor complexe.
Dreapta reala si dreapta imaginara

Prezentare intuitiva. Un numdar complex este definit printr-o pereche de
numere reale T §i y care este reprezentatd sub forma x + iy sau x + yi, unde
1 este un simbol al unui numar complex numit unitatea tmaginard. Multimea
numerelor complexe se noteazd prin C. Se scrie prescurtat simbolul x pentru
x + 10, de unde rezulta ca multimea numerelor reale R poate fi considerata
o submultime a lui C. De asemenea, se mai utilizeazd prescurtarile iy pentru
0+1iy, 0 pentru 04140 gi ¢ pentru 0+¢1. Numerele complexe x+1iy §i u—+iv sunt
egale daca $i numai dacd © = u §i y = v. Acest fapt permite introducerea partii
reale Re z §t a partit imaginare Im z ale numarului complexr z = x + iy respectiv
prin x gt y. Utilizdnd notiunt de geometrie analitica se introduc dreapta reald
prin multimea punctelor z € C cu Im z = 0 gi dreapta imaginara prin muliimea
punctelor z € C cu Rez = 0.

Prezentare formalizata. Se considera dat un sistem de numere reale R.
Multimea numerelor complexe C este definita prin multimea punctelor planului
real R x R = Py. Spatiul vectorial real Py impreund cu norma euclidiana se
numeste planul complex. Se introduc elemente de baza privind definitia planului
compler. Se descriu spatiul euclidian aritmetic real gVo = R X R si spatiul
afin (Po,d) utilizate in geometria analitica. Dreapta reala R C C gi dreapta
imaginard T C C sunt definite de azele de coordonate in planul real. Aceste
elemente sunt necesare in paragrafele urmatoare pentru a arata ca formalizarea
conceptului de numar complex in cadrul unui sistem de numere reale reflecti
prezentarea intuitivia precedenta.

Definitii 1. Fie R multimea numerelor reale.
(1) Multimea numerelor complexe notatd C este multimea tuturor perechilor
ordonate de numere reale, deci
C=RxR={(z,y):z,y € R}.
(i) Partea reala Rez si partea imaginard Imz ale unui numir complex
z = (z,y) € C sunt numere reale definite prin
Rez=xgiImz=y.

Consecinta 2. Are loc urméatoarea reguld de egalitate in C, pentru orice
numere complexe z = (z,y) € C si w = (u,v) € C:
z=wer=usiy=v< Rez=Rewsi Imz =Imw.

Notatii 3. a) Corpul numerelor reale este definit de multimea suport R a
unui sistem de numere reale impreuna cu operatiile de adunare +: R x R — R
si de inmultire - : R x R — R. Numerele reale zero si unu se noteaza respectiv
prin 0 si 1. Suma, diferenta si produsul perechii ordonate (z,y) € R x R se
noteazd respectiv prin z + y,  — y si zy reprezentand numerele reale + (z,y),
+(z,—y) si - (z,y), unde —y € R este opusul lui y € R. Prin < notdm relatia
de ordine pe R din cadrul sistemului de numere reale. Intervalul compact de
origine a € R si de extremitate b € R se noteazd prin [a, b], deci

[a,b) ={zeR:a <z <b} CR.



O listd a notatiilor pe care le utilizdm in continuare este urmatoarea:

Simbol de multime

R

R*

Definitie

Sistem de numere reale

(Ra +a " S7 Oa 1)
R~ {0}

{reR:xz >0}

{zeR:z <0}

{reR:z>0}

{reR:2<0}

(-N)U{0}UN

{%:meZ@neN}

R xR

Denumire
elemente

Numere reale
Numere reale
nenule

Numere reale
nenegative

Numere reale
nepozitive

Numere reale
pozitive

Numere reale
negative

Numere
naturale

Numere
intregi

Numere
rationale

Numere
complexe

Notatii 3.b) Notam Vs [R] = (gVa, P2, 0), unde gV este spatiul euclidian
aritmetic real de dimensiune 2 gi (Po, §) este spatiul afin standard corespunzitor
spatiului vectorial gVa. Sistemul Vs [R] este strict necesar in geometria analiticd
si are urmétoarele componente specifice:

1. multimea vectorilor Vo = R x R = C;

2. adunarea vectorilor 4+ : Vo X Vo — V5 definita prin conditia urmatoare,

pentru orice pereche de vectori (a,b) € Vo x Va:

dacd a = (a1,a2) si b= (by,b2) atunci a + b = (a1 + by, as + b2) € Va;



3. wvectorul nul 0 = (0,0) € V, care este elementul neutru al operatiei de
adunare + pe Va;

4. corpul scalarilor R,

5. inmultirea cu scalari a vectorilor - : R x Vo — V5 definitd prin conditia
urmétoare, pentru orice (A, a) € R x Va:
daci a = (a1,as) atunci A - a = (Aag, Aag) € Va;

6. produsul scalar euclidian (-,-)y : Vo x Vo — R definit astfel:
dacd a,b € Vo cu a = (a1, a2) si b = (b1, be) atunci
(a, b>2 = a161 —+ azbg;

7. norma euclidiand ||-||, : Vo — Ry definitd de produsul scalar euclidian,
deci pentru orice vector a € Va:
dacd a = (a1,a2) atunci ||af, = \/{a, a), = \/a? + a3;

8. multimea punctelor Po = R x R = C reprezentand planul real;

9. corespondenta dintre perechi de puncte gi vectori ¢ : Py X Py — Vo definita
prin relatia urméitoare, pentru orice (A4, B) € Py X Po:
0(A,B)=B— A€V,
unde in membrul drept al egalitdtii anterioare punctele A, B € Py sunt
considerate vectori aritmetici reali din Vo = RXR =Py gi —: Vox Vo — V5
este operatia de scidere in grupul (Va, +), prin urmare:
dacd —A € V; este opusul lui A € V5 atunci B — A = B + (—A).

Notatii 3. ¢) Segmentul orientat de origine A € Ps si de extremitate B € Ps
se noteaza prin [A, B] si este definit analitic in spatiul vectorial g Vo = g/Ps astfel:

[A,B]={(1-X)-A+X-B:xe0,1]}.

Notatii 3. d) Fie O = (0,0) =0 € Vo = P,. Daci (A4, B) € P2 x Py atunci
—
vectorul §(A, B) € V4 se noteazd AB, deci pentru orice punct P € Ps:
— — —_— —
OP=6(0O,P)=P-0=Psi AB=0(A,B)=B—-A=0B-0A.

Notatii 3. e). Fie (A,B) € P2 x P2 cu A # B. Dreapta determinatd de
perechea de puncte distincte (A, B) si semidreapta de origine A care trece prin
B se noteaza respectiv prin AB gi ABy. Semidreapta de origine A care nu trece
prin B gi este continuta in AB se noteazd prin AB_. Au loc relatiile:

AB={(1-X)-A+X-B:XeR}
ABy ={(1—-X)-A+X-B:AeR;} C AB;
AB_={(1—-)X)-A+X-B:AeR_} C AB.

Observatie 4. Fie e; = (1,0) si e2 = (0,1). Atunci e = (e1,e2) € Vo x Vo
este o baza ortonormala ordonatda a spatiului euclidian aritmetic real gVo din
[1.1 Not. 3 b)] numitd baza canonicd.



ly Z=XHy

Figure 1: Reprezentarea carteziand a numerelor complexe in plan

Definitii 5. () Planul complex este spatiul vectorial real normat
&Pz [Il2) = ®C, [I]l2) = V2, [I-[l2),
unde |-||, este norma euclidian& a planului real [1.1 Not. 3 b) 1.-8.].
(i) Dreapta reala R C C = P, este dreapta OU; din P2 determinatd de
punctele O = (0,0) si Uy = (1,0) reprezentand aza absciselor in Py, deci
R ={(z,0): z € R}.
(#i1) Dreapta imaginard T C C = Py este dreapta OUs din P, determinatd
de punctele O = (0,0) si Uy = (0, 1) reprezentand aza ordonatelor in P, deci
ZT={(0,y):y R}

Consecinte 6. Fie R C C 5i T C C definite anterior [1.1 Def. 5 (i7) si (4i7)].
(1) Dreapta reald este multimea numerelor complexe a ciiror parte imaginard
este egald cu zero:
R ={z€C:Imz =0}
(#4) Dreapta imaginara este multimea numerelor complexe a ciror parte reald
este egald cu zero:
I={2€C:Rez=0}.

Definitii 7. Fie e = (e1, e2) baza canonici a spatiului gVa.

(¢) Numdarul complex zero este punctul 0 = (0,0) = O € RNZ C C numit
si origine sau elementul nul reprezentand vectorul nul O—O> =0 €V ="P;.

(#3) Numdrul complex unu pe care-1 numim unitatea reald a lui C este punctul
1=(1,0) =U; € R\ Z C C reprezentand versorul e; = O—U1> =U; € Vo =7Ps.

(#3i) Unitatea imaginard a lui C este punctul ¢ = (0,1) = U € ZTNR CC
reprezentand versorul e; = O—Ug> =U; € Vo =Ps.



1.2 Reprezentarea geometrica in plan
a numerelor complexe

Consideram spatiul geometric tridimensional. Un plan cartezian este un plan
impreunda cu un reper ortonormal orientat. Descriem o metoda de reprezentare
a numerelor complexe intr-un plan cartezian.

Metoda de reprezentare respectiva se bazeazd pe faptul ca existd o izometrie
de la planul complex cu distanta aritmetica euclidiand pe orice plan cartezian
considerat ca spativ metric cu distanta geometrica euclidiand.

Planul complex numit si plan Gauss sau diagrama Argand furnizeaza sensul
intuitiv al numerelor complexe si studiul structurii acestuia a reprezentat resursa
principald de dezvoltare a analizei complezxe.

Definitii 1.Fie H3 spatiul geometric tridimensional, m un plan si O un punct.

(¢) Un vector legat in O este un segment orientat a = [O, A] de origine O si
de extremitate un punct oarecare A din spatiul Hs .

(7) Dacd O € 7 atunci un vector legat in O relativ la 7 este un segment
orientat a = [0, A] de origine O si de extremitate un punct A € 7.

(#4i) Un reper ortogonal in planul m de origine O este un triplet de puncte
R, (0) = (X,0,Y) cu proprietdtile urméatoare:

1. X,0 si Y sunt puncte doud cate doua distincte in 7;

2. Dreptele OX C 751 OY C 7 determinate respectiv de perechile de puncte
(0,X) si (0,Y) sunt perpendiculare.

Notatii 2. In conditiile din [1.2.1 Def. 1]:

a) notdm R, (0) = (XOY), dacd R,(0O) = (X,0,Y) este un reper ortogonal
in planul 7 de origine O;

b) dacd O € 7 atunci notdm prin V; (O) multimea tuturor vectorilor legati
in O relativ la 7, deci V; (O) = {[0, 4] : A € 7};

¢) dacd a = [0, A] este un vector legat in O atunci notdm prin ||a| lungimea
segmentului a definitd in Hs.!.

Observatie 3. Dacd R, (O) = (XOY') atunci dreptele corespunzitoare OX
si OY sunt concurente in punctul O, continute in planul 7 si perpendiculare,
fapte ce se exprima in Hs prin relatiile urmatoare:

1. OX NOY ={0};
2. OXUOY Cm,
3. 0X 1L OY.

Definitia 4. Un reper ortonormal orientat in planul 7 de origine O este un
—
sistem R;(O) = (R(0),u1,uz) satisficand conditiile urm&toare:

in fizicd o fortd se reprezint# printr-un segment orientat s = [P,Q] cu P # Q, unde P
este punctul sdu de aplicatie, dreapta d determinatd de punctele P si @ reprezintd directia
acesteia, iar punctul @ € d definegte sensul sdu de actiune gi marimea acesteia egald cu ||s||.
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1. existd X,Y € 7 astfel incat R,(0) = (XOY) este un reper ortogonal in
7 de origine O definit conform [1.2.1 Def. 1 (244)];

2. existd Uy, Us € 7 astfel incat up = [O,U;] C OX,us = [0,Us] C OY i
Jua || = [luzl| = 1;

3. dreptele OX si OY sunt axe cu originea O, de segmente unitate egale cu
versorii u; i us avand semiaxele pozitive

00X, =1]0,000x) COX si OY; =[O, 000y) C OY astfel incat
Ul,X € OX+ §1 UQ,Y S OY+

Consecinte 5. Fie ]?,;(O) = (Rx(0),u1,uz) un reper ortonormal orientat
in planul 7 de origine O. Sunt satisfacute urmatoarele conditii:

(7) up si ug sunt versori ortogonali astfel incat uqy C OX si ug C OY;;

(#4) multimea vectorilor legati V, (O) are o structurd de spatiu vectorial
real normat (rVy (O),N.) in care adunarea + : Vi (O) x V (0) — V; (O) si
inmultirea cu scalari numere reale - : R x V; (0O) — V; (O) a vectorilor din
V, (O) sunt definite in calculul vectorial® si norma pe V, (O) este o functie
N, : V2 (O) — Ry definitd astfel pentru orice a € V, (O): N, (a) = ||al|.

(791) perechea de versori u = (u1,us) este o bazd a spatiului vectorial real
normat (rVy (0), N.).

Definitii 6. Un plan cartezian este un plan m in spatiul Hs impreuna cu

un reper ortonormal orientat in 7 cu originea O notat EZ(O) = (R-(0),u1,us2)
astfel incat si fie satisfcute conditiile din [1.2.1 Def. 4].

Propozitia 7. Fie 7w un plan cartezian avand un reper ortonormal orientat in
—
7 cu originea O definit anterior prin R(O) = (Rz(O),u1, uz). Sunt indeplinite
conditiile urmatoare:

(7) Multimea numerelor complexe C este in corespondentd biunivocd cu
multimea vectorilor V;(O) prin functia p,, : C — V(O) definita pentru orice
z=(z,y) € Cprin py (2) =z w1 +y-u2 € Vx (O), unde + si - sunt operatiile
din spatiul vectorial normat gV; (O) specificate in [1.2.1 Cons. 5 (i)].

(#4) Multimea vectorilor legati V;(O) este in corespondentd biunivocd cu
multimea punctelor planului 7 prin functia p, : Vz(O) — 7 definitd pentru
orice a = [0, A] € V(O) prin p, (a) = A € 7.

(#4i) Multimea numerelor complexe C este in corespondentd biunivocd cu
multimea punctelor planului 7 prin functia p,. o py, : C — 7.

2Qperatiile + si - reprezintd operatiile obisnuite din fizici de adunare si de inmultire cu
scalari numere reale a fortelor avand acelagi punct de aplicatie O reprezentate prin vectori
legati din Vi (O): pentru orice [0, A], (O, B] € Vi (O), [0, A]+ [0, B] = [0, C] € Vi (O) astfel
incat O, A, B,C € =« si punctul C este simetricul lui O fatd de mijlocul segmentului [A, B]
(regula paralelogramului de adunare a fortelor), pentru orice a = [0, A] € Vx (O) si A € R,
A-a=[0,A,\] =ay € Vi (O), astfel incat punctele O, A, Ay sunt coliniare gi verificd relatia
lax|l = |A] - lla|| (regula de inmultire cu scalari numere reale a fortelor).
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Comentarii.

1. Rezultatul din [1.2.2 Prop. 7 (i)] ezprimd faptul cd numerele complexe
se pot reprezenta geometric prin vectori legati tntr-un punct fizat O si de
extremitati puncte ale unui plan cartezian .

2. Rezultatul din [1.2.2 Prop. 7 (iit)] exprima faptul ca numerele complezxe se
pot reprezenta geometric prin puncte ale unui plan cartezian m care sunt
extremitati ale vectorilor legati in O.

Propozitia 8. Fie A € Py 51 6 : Py x Py — V5 functia definita conform
[1.1 Not. 3 b) 9.]. Definim o functie 64 : P — Vs astfel incat pentru orice
—
B € Py, 64(B)=AB =§ (A, B). Atunci d4 este bijectivi.

Definitii 9. Fie & multimea punctelor lui Hs.

(1) Distanta geometricd euclidiand pe X este o functie d : X x X — Ry
definitd prin conditia urméitoare, pentru orice puncte P,Q € X: dacd s = [P, Q]
atunci d (P, Q) = ||s]|.

(#4) Distanta geometricd euclidiand d, : 7 x 7 — R pe multimea punctelor
unui plan 7 din Hg este restrictia la 7 xm C X’ X X a functiei distantd geometrica
euclidiand d definitd anterior.

(7i7) Distanta aritmeticd euclidiand pe multimea punctelor planului complex
C = P, = V; este functia distanta dy : Cx C — R, definitd de norma euclidiangd
[|-l5 [1.1 Def.5 (¢)], deci au loc relatiile urmétoare, pentru orice numere complexe
z=(z,y) € C,w = (u,v) € C:

da (z,0) = |z — wlly = /(2 — w) + (y — )™,

Rezultatul urmator prezintd proprietitile de baza ale functiilor bijective py,
si p, prin care se realizeaza reprezentarea geometrica a numerelor complexe
intr-un plan cartezian 7.

Propozitia 10. Fie 7 un plan cartezian definit in [1.2.2 Def. 6]. Functiile
bijective py, si p, din [1.2.2 Prop.7 (4), (i7)] au proprietétile urmatoare:

(1) py este un izomorfism de spatii vectoriale reale de la planul complex
C = P; pe V(0);

(#9) p, o py este o izometrie de la spatiul metric (C,ds) pe spatiul metric
(m,dz), unde d, si do sunt functiile distan{d geometrica gi aritmeticd introduse
anterior in [1.2.2 Def. 9 (i), (iii)].

1.3 Operatii cu numere complexe
si reprezentare carteziana

Rezumatul temei. Multimea numerelor complexe C are o structurd de
corp comutativ. Se introduce reprezentarea carteziand a numerelor complexe.
Sunt stabilite apoi regulile de calcul cu numere complexe in forma carteziand.
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Definitii 1. (i) Corpul (R,+,-,0,1) asociat unui sistem de numere reale
(R,+,,<,0,1) se numesgte corpul real R [1.1 Not. 3 a)].

(7i) Corpul numerelor compleze este definit de multimea numerelor complexe
C impreund cu operatiile de adunare 4+ : CxC — C si de tnmultire - : CxC — C
astfel incat pentru orice z = (z,y) € C, w = (u,v) € C:

z4Hw=(z+u,y+v)sz w=(xu—yv, v+ yu).

Numerele complexe zero 0 = (0,0) € C si unu 1 = (1,0) € C sunt elementele
neutre respectiv ale operatiilor + si - satisfacAnd pentru orice z € C,

z4+0=2=0+4+zg1i2z-1=2=1-2z
Corpul (C,+,-,0,1) se numeste corpul complezx C.

Observatii 2. Urmadtoarele proprietati sunt in conexiune cu interpretarea

geometrica a operatiet de adunare in planul complex
(P2, [-ll2) = (=C. [Fly) = (&V2, |-]ly) [1.1 Def. 5. ()],
1. Operatia de adunare a numerelor complexe + : C x C — C coincide cu
operatia de adunare a vectorilor aritmetici reali [1.1 Not. 3. b) 2.].
2. Pentru orice (z,w) € CxC, suma s = z4+w € C este un punct al planului
complex astfel incat vectorul sdu de pozitie 05 are extremitatea s definitid de
unicul punct cu proprietatea cd mijlocul segmentului orientat
[0,s] ={As: A €[0,1]}

coincide cu mijlocul segmentului orientat
[z,w] ={(1=X)z+Aw: X e[0,1]},
adicd §5 = 32 + tw.?.

In urmé&toarea propozitie se prezint consecinte ale faptului ci orice punct al
planului complex z = (z,y) € C este suma dintre proiectiile sale p,.(z) = (z,0)
si pi(2) = (0,y) respectiv pe dreapta reald R si pe dreapta imaginars 7.

Propozitia 3. Fie z = (z,y) € C, x = (2,0) € R si y = (y,0) € R. Au loc
relatiile urmatoare:

(1) (0,y)=i-yeT;

(ii) = = (2,0) + (0,y) =z +i - y;

(i47) pentru orice u = (u,0) € R si v = (v,0) € R,

T+i-y=ut+i-vESr=usiy=n.

Propunem rezolvarea exercitiilor urmatoare prin care se expliciteaza un set
de proprietati privind structura algebrica a planului complex si se evidentiaza
relatii specifice dintre corpul complex C si corpul real R. Aceste proprietiti sunt
consecinte directe ale definitiilor operatiilor algebrice de adunare gi de inmultire

3 Aceastd identitate simpli exprima algebric interpretarea geometricd intr-un plan cartezian
7w din H3 a sumei z + w utilizand functiile bijective py, : C — Vi (O) si pr : Vr (O) — 7 din
[1.2 Prop. 10]. Fie rr = p, 0 py : C — 7. Considerdm punctele din 7 corespunzitoare prin
functia bijectivd rr numerelor complexe z,w §i z + w: 77 (2) = P, € 7, rx (W) = Py € 7 si

. . . —_ —_ —_ .
rr (2 +w) = Pyyw € m. Atunci are loc relatia geometricd OP,4,, = OP, + OP,, exprimati
algebric prin identitatea respectiva.
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a numerelor complexe din [1.3 Def. 1. (i¢)]. Rezultatul esential este mentionat
in [Ex. 4.6] expriméand faptul c& multimea numerelor complexe C este o extensie
a multimii numerelor reale R astfel incat corpul real R se identifica cu dreapta
reald R care este un subcorp al corpului complex C. Dreapta imaginard Z nu
este un subcorp al corpului complex C, dar admite o structurd de corp izomorf
cu corpul real R [Ex. 4.8, 4.9].

Exercitiu 4.1. Fie a,b,c € C. Si se verifice urméatoarele reguli de calcul:
(1)a+b=b+asia-b=b-a
(comutativitatea adunarii §i inmultirii),
(2) a+(b+c)=(a+b)+csia-(b-c)=(a-b)-c
(asociativitatea adunarii gi inmultirii),
B)a-(b+c)=a-b+a-c
(distributivitatea tnmultirii fatd de adunare) sau (regula factorului comun).
Consecinta. Pentru orice sir finit de numere complexe
21,22,y 2n (R €N cun > 2)

definim inductiv un numar complex
n

2
Spn=21+224 ... + 2, = g zk prin relatiile sg = 27 + 29 = g 2k Sl
k=1 k=1

J

Sj41 =58 +2j41 = sz + Zj41, pentru j = 2,3,...,n — 1 daca n > 3.
k=1

Pentru orice permutare w € S,, a multimii {1,2,...,n} are loc relatia:

Z ZE = Z Z.,r(k).
k=1 k=1

Exercitiu 4.2. Pentru orice a,8 € R cu § # 0, notdm prin % € R catul

perechii (o, 8) in corpul real R. Fie a = (a1,a2) € C =R x R. S& se verifice
urmatoarele proprietati:

(4) existd un numér complex unic —a € C care satisface conditia
a 4+ (—a) = 0 si este definit prin relatia —a = (—a1, —a2), deci operatia de
scidere — in corpul complex este definitd astfel, pentru orice b = (b1, by) € C:

bfa:qu (7(1) = (b1 7@1,1)2 70,2).

(5) daci a # 0 atunci a? + a3 # 0 si existd un numar complex unic a=! € C
care satisface conditia a-a~! = 1 si are expresia

ot = (B 2 )

ajta; ajtas

Exercitiu 4.3. Fie a,b € C. Si se verifice urmatoarele proprietati in C:

(6) dacd a # 0 atunci existd un numér complex unic z € C notat z =
numit catul perechii (b, a) care satisface relatia a-z = b si are expresia z = a~*
unde a~! € C este definit anterior conform [1.3 Ex. 4.2. (5)];
(7) dacd a = (a1,a2) # (0,0) =0 gi b = (b1, b2) atunci

1

s
.b,

a

a’

b _ 1 p_ a; _ ___a . — [ aibitasbs ai1bs—ashy

f=do= (g matm) ot = (Sl ).

Exercitiu 4.4. S4 se verifice urmétoarele proprietati ale dreptei reale R C C
si ale dreptei imaginare Z C C:
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(i) R={x+i-0:zeR};

(1)) T={0+i-y:yeR};

(791) existd doud functii bijective o, : R — R si 0; : R — T definite astfel,
pentru orice z,y € R:

or(z) = (2,0) € Rsioi(y) = (0,y) €T

Exercitiu 4.5. Existd doua functii surjective p,, : C — R gi p; : C — 7 pe
care le numim proiectii canonice ale punctelor din planul complex C respectiv
pe dreapta reald R si pe dreapta imaginara Z, satisfacand urmatoarele conditii:

u € R implicd p,(u) = u,
v € T implica p;(v) = v,
gi definite pentru orice numér complex z = (z,y) € C prin relatiile:
pr(2) = (2,0) € Rsipi(z) = (0,y) € T.
Exercitiu 4.6. (i) Daci z,y € R atunci au loc relatiile:
(I’O) + (y,O) = (IL‘ + ya0)7

(7i) Dreapta reald R este un subcorp al corpului complex C.

(#43) Functia bijectivd o, : R — R din [1.3 Ex. 4.4 (4i7)] este un izomorfism
de corpuri de la (R, +,-,0,1) pe (R,+,-,0,1).

Concluzie. S& notdm prin R < C proprietatea (i7) si prin R ~ R faptul ¢
existd un izomorfism de corpuri de la (R,+,-,0,1) pe (R,+,-,0,1). Conform
proprietatii (¢4¢) rezultd c8 R ~ R — C.

Exercitiu 4.7. (i) Pentru orice z,y € R, definim (z,0) < (y,0) & = < y.
Atunci (R, <) este o multime total ordonaté astfel incat izomorfismul de corpuri
o, : R — R din [1.3 Ex. 4.6 (4i7)] satisface conditia: = <y < o, (z) = 0, (y).

(#4) Dreapta reald R este multimea suport a unui sistem de numere reale
(R,+,,=,0,1) izomorf cu (R, +,-,<,0,1), fapt pe care-l notdm prin R = R si
care exprima matematic enuntul:

"R = R, abstractie ficand de un izomorfism".

Exercitiu 4.8. (i) 0 € Z si Z este un subgrup al grupului (C, +,0);

(ti)ieTsii-i=—-1€eRNT;

(7i1) dreapta imaginard Z nu este un subcorp al lui C.

Exercitiu 4.9. Fie % : Z x T — I o operatie binara pe dreapta imaginara
definitd astfel, pentru orice y = (0,y) € Z si y' = (0,y') € I:

y*xy = (0,y)*(0,y') = (0,yy").

Sa se verifice urmatoarele proprietati:

(¢) Sistemul Z* = (Z, 4+, *,0,1) este un corp comutativ astfel incat unitatea
imaginara 4 a lui C este elementul neutru al operatiei .

(#4) Functia bijectivd o; : R — Z din [1.3 Ex. 4.4 (¢i7)] este un izomorfism
de corpuri de la corpul real R pe Z*.

(#4i) Dreapta imaginard are o structurd de corp comutativ Z* = (Z, +, *, 0, 1)
izomorf cu subcorpul (R, +,-,0,1) al corpului complex C, deci Z* ~ R — C.

Comentarii. 1. In continuarea acestui paragraf, prezentim reprezentarea

carteziand sau forma algebricd a numerelor complexe impreund cu regulile de
calcul simbolic in C derivate din [1.3 Prop. 3, Ex. 4.6 si Ex. 4.7 (41)].
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2. Regulile de calcul simbolic sunt justificate si importante in aplicatii.
Aceste reguli stabilesc relatia dintre corpul complex C si corpul real R. Obtinerea
lor s-a bazat esential pe sensul geometric intuitiv al numerelor complexe.

3. Elementele intuitive sunt necesare pentru intelegerea teoriei numerelor
complexe. De asemenea, pentru a intelege teoria matematicd respectiva sunt
necesare cunostinte specifice de algebra liniard, geometrie analiticd si analizd
reald. In acest sens, in cuprinsul acestui capitol sunt prezentate atat elemente
intuitive cat si anumite rezultate teoretice fundamentale privind studiul corpului
complex si a planului complex. Sunt propuse spre rezolvare diverse exercitii
bazate pe notiunile introduse anterior.

Pe baza proprietatilor dreptei reale R C C prezentate in [1.3 Ex. 4.6], relativ
la corpul complex C se introduc urmatoarele notatii pe care le vom utiliza in
continuare, fird a mai mentiona de fiecare datd explicit acest fapt.

Notatii 5. a) Numéirul complex = (x,0) € R se noteazd prin x. Deci,
numdrul complex zero 0 = (0,0) € R si unitatea reald 1 = (1,0) € R se noteazi
respectiv prin simbolurile 0 si 1 ale numerelor reale zero si unu.

b) Pentru orice numere complexe z1,22 € C, produsul perechii (z1,22) in
corpul complex (C, +,-,0,1) se noteazd prin z1 2o, deci

Z1RQ = 21 * 22.

Ezxzemple de utilizare a notatiilor precedente.

(el) pentru orice A € Rsi z = (z,y) € C,
Az=(A0)z2=(\0)-z=(\0)-(z,9) = (A\z, \y) € C;

(e2) definim pentru orice 2 € C, 2° = 1,2! = 2z si pentru orice n € N,
2t = 2n . 2. deci conform [1.3 Not. 5. b)] rezulti
22 = 22,2% = 222, .., 2" = 2"z

Exercitiu 6.1. Pentru orice n € Ngi z,w € C,
n

(z+w)" = Z Ckzn=Fkwk,
k=0
unde
CO=Cr=1si
Ch = k!(#ik)! I<k<n-1)
Exercitiu 6.2. Pentru orice n € Nsi z,w € C,

n—1
2" —w" = (z —w) Z Zhqn—1-Fk,
k=0

Definitia 7. Fie z = (z,y) € C. Conform [1.3 Not. 5., relatiile prezentate
in [1.3 Prop. 3 (i7)] se exprimi prin identitatea z = x + iy, pe care o numim
reprezentarea carteziand sau reprezentarea algebricd a numarului complex z.

Observatii 8. Fie z = (z,y) € C si w = (u,v) € C numere complexe avand
reprezentdrile algebrice z = x + iy i w = w + iv. Din [1.3 Not. 5.] rezulta:

(1) Rez=Re(z+iy) =z si Imz =Im (x +iy) = y;

(i4) z=Rez+iImz;
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(i) z=wEarz+tiy=utivsr=ugiy=o.
Relatiile anterioare exprima proprietatea ca forma algebricd x + iy a numéarului
complex z este unic determinati de numerele reale x = Rez € Rgiy =Imz € R.

Exercitiu 9.1. S& se demonstreze urmatoarele reguli de calcul cu puteri ale
unitatii imaginare:

(1) i = 1,i! = i,4% = —1 si pentru orice n € N,
,L-4n—4 — 1’
Z-4n71 — —i,
Z'4n72 — 71,
,L'4n73 — 7;;
(2) i~' = 1 = —i i pentru orice m € N,

i = ()" = (D" = (=) = (=)™

1
(3) pentru orice numere intregi p, q € Z,
P = P Fa,
(ip)q —

Exercitiu 9.2. Si se demonstreze urméitoarele reguli de adunare z + w,
scddere z — w, inmultire zw si impértire = (w # 0) in C, pentru orice pereche
de numere complexe (z,w) € C x C reprezentate in forma algebricd prin relatiile
z=x+ 1y siw=u+1iv:

(4) 2+ w = (2 + i) + (u+iv) = (@+u) +i(y +0),

(

(

e mw= (ot iy) — (utiv) = (& —w) +ily — )
(7) dacd w # 0 atunci £ = 2 — (@tiy)(u—iv) _ zutyy | ;yu—av

5)
6) zw = (z +iy) (u +iv) = (zu — yv) + i (zv + Yu),
w utiv — (utiv)(u—iv) — u2+0? u?+v2 "

Identitétile (4) — (6) rezultd din [1.3 Def. 1. (i9) si Def. 7.]. Proprietatea
(7) se obtine utilizand [1.3 Ex. 4.3].

Observatii 10. Relativ la calculul algebric in C mentionam:

1. in corpul complex C sunt valide regulile de calcul algebric intr-un corp
comutativ impreund cu proprietétile specifice derivate din [1.3 Def. 1.]
cum sunt cele prezentate in [1.3 Ex. 4.1-4.3];

2. conform reprezentdrii algebrice a numerelor complexe prezentate in [1.3
Def. 7.], corpul complex C se poate identifica cu un corp comutativ avand
ca suport multimea formelor algebrice
Rli]={z+iy:z,y e R}
impreund cu operatiile de adunare si de inmultire definite conform regulilor
din [1.3 Ex. 9.2 (4), (6)]. Regulile de scidere si de impéartire in R [¢] sunt
cele prezentate in [1.3 Ex. 9.2 (5), (7)].

3. regulile de calcul cu numere complexe in forma algebricd din R [¢] se pot
deduce prin calcul simbolic aplicAnd succesiv regulile cunoscute de calcul
intr-un corp comutativ impreuns cu regula specifici 2 = —1.
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Exemplu 10.1. Sa deducem prin calcul simbolic regula de adunare in C a
numerelor complexe in forma algebricd. Pornind de la termenul z + w din [1.3
Ex. 9.2 (4)] si utilizand regulile de calcul mentionate anterior rezultd urmatorul
sir de relatii:
z+w=
(x +1iy) + (u+iv) =
((z+1y) +u) +iv =
((ly +2)+u) +iv=
(i )
(( )

iy + (x4 u)) +iv =
x4 u)+iy) +iv =
(x4 u)+ (iy+iv) = (z+u) +i(y +v).
Obtinem identitatea [1.3 Ex. 9.2 (4)]. Justificati calculele efectuate.

Exemplu 10.2. S& deducem prin calcul simbolic regula de inmultire din
[1.3 Ex. 9.2 (6)]. Rezultd urm&torul sir de relatii:
Zw =
(x +1y) (u+iv) =
(z +iy)u+ (z +iy) (iv) =
(zu+ (iy) u) + (z (iv) + (iy) (iw)) =
(s + (i) w) + (i) (50) + 7 (1)) =
(zu + (iy) (1)) + (i) w + = (1))
(zu — yv) + 1 (zv + yu).
Obtinem identitatea [1.3 Ex. 9.2 (6)]. Justificati calculele efectuate.

Exercitiu 11. Si se deduci regulile din [1.3 Ex. 9.2 (5), (7)] de scidere si de
impartire in C a numerelor complexe in forma algebricd pornind din membrul
stang al identitatilor respective gi aplicAnd succesiv regulile de calcul simbolic.

Concluzii 12 (calculul simbolic al reprezentirii algebrice pentru
termeni in C). Fie p un termen relativ la structura algebrici ((C, 4+, =, 5,0, 1)
definitd de multimea numerelor complexe C impreuna cu operatiile de adunare
+, inmultire -, scidere —, impdartire - gi constantele 0,1 € C. Acest termen
reprezintd un numdr complex p € C, deci existd o reprezentare algebrica unica
a lui p definitd prin relatia urmatoare:

p=Rep+i¢Imp.

Pentru obtinerea reprezentarii algebrice a lui p este necesar si suficient sa
fie cunoscute reprezentirile algebrice ale fiecirui numér complex care apare
in p. Prin substituirea fiecirui numér complex care apare in p prin forma
sa algebrica se obtine un nou termen relativ la structura algebrica extinsa
(R[i], +,5—,-,0, 1) pe care-1 notdm pg[i]. Orice simbol care apare in pgli] este
fie un simbol de numar real x € R, fie simbolul ¢, fie un simbol al uneia dintre
operatiile de adunare +, inmultire -, sciddere — si impartire -. Evaluand acest
termen pg[i] cu regulile de calcul simbolic intr-un corp comutativ gi regula de
calcul specificd in corpul complex i2 = —1 se determina reprezentarea cartezians
a acestuia de forma urmétoare:

prli] = u + iv,
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unde u,v € R, dar pg[i] = p € C, deci u = Rep si v = Imp.

Exemplu. Fie termenul p = (z2 + 2z — 2) . (“’7“)2 S& determindm forma
algebrica a lui p pentru z =2 44 i w = —1 + i. Rezulta egalitatile urmatoare:

p = prli] = ((24+i)2 L (240) - 2) , ((*1+i)+1) _

241
(B+4i) +1i) 505 =

(3 + 5i) %(2)% =
o Y
((:33+Jgi)5(11)+27:5§ _
_r41fi _
1

-5 + Zg.

Exercitiu. Fie p = (22 +z— 2) . (“’7“)2 Sa se determine forma algebricd
a termenului p pentru z = x + iy cu z # 0 si w = z — 3. In cazul particular
z = 241, s se verifice rezultatul obtinut in exemplul anterior.

1.4 Conjugare si modul. Argument si reprezentare polara

Fie (rC, (-,-)y) spatiul euclidian real cu multimea vectorilor C, (rC,|-|y)
planul complex si do : C x C — Ry distanta aritmetica euclidiand in planul
complex [1.1 Def. 5. (i) si 1.2 Def. 9. (#3i)].

Definitia 1. Dacd z = x + iy € C atunci conjugatul complez al lui z este
un numar complex z € C definit prin relatia Z = = — iy. Operatia de conjugare
complexd este functia - : C — C astfel incat pentru orice z € C, ~(2) = Z.

Observatii 2. Conjugatul complex z = x —iy € Cal lui z = x +iy € C
este un punct in planul complex care reprezints simetricul punctului z fata de
dreapta reald R. Suma gi produsul perechii (z,Z) € C x C sunt puncte pe
dreapta reald R definite prin:

(1) 24z = (z+1iy) + (z — 1y) = 2z,

(2) 22 = (z +iy) (z —iy) = 2% — (iy)” = 2% + 92,
iar diferenta dintre z si Z este un punct pe dreapta imaginara Z definit prin:

3) z—z=(z+1iy) — (z —iy) = 2iy.

Din relatiile x = Re z si y = Im z rezulta formulele:

_ z+z _ z—z
Rez = 5% giIm 2z = 52,

Definitia 3. Modulul unui numér complex z este un numar real nenegativ
|z| € R4 definit prin distanta dintre punctul z si origine 0 reprezentand norma
euclidiand a vectorului z, deci |z| = da (2,0) = ||z|,.

Consecinte 4. Daca z = x + iy atunci

(1) [2] = Va2 + ¢,

(i) 2z = |2|*.
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X+iy

X-ly

Figure 2: Operatia de conjugare (C3> z=z+iyr—z=x —iy € C)

Definitia 5. Spatiul euclidian complex cu multimea vectorilor C este definit
de perechea (cC, (-, -)¢), unde:

1) ¢C este spatiul vectorial complex cu grupul abelian al vectorilor egal
cu (C,+,0) si inmultirea vectorilor cu scalari din C definitd prin inmultirea
numerelor complexe - : C x C — C;

2) (,-)¢ : € x C — C este un produs scalar complex definit prin relatia
urmétoare, pentru orice z,w € C: (z,w)s = 2.

Definitia 6. Functia norma asociatd produsului scalar complex (-,-) este
functia ||| : C — R, definitd astfel, pentru orice z € C:

Izllc = V{2 2)c-
Consecinta 7. Pentru orice z € C, |z| = V27 = ||2]|¢-

In urméatoarele exercitii se prezintd proprietiti de bazi ale modulului si ale
operatiei de conjugare reprezentand formule de calcul in C si inegalitati specifice
derivate din definitiile precedente.

Exercitiu 8.1. Pentru orice z € C,
2] =0 2=0< Rez=Imz=0.

Exercitiu 8.2. Si se verifice identitatile urmatoare, pentru orice z,w € C:
1) z =z,

) (zw) = =,
4) Z =22 = luf‘z,dacéw#O,
5) (w) =5 ¢ (§) = % daci w #0,



Z+W

|z+w|

12|

Figure 3: Inegalitatea triunghiului in C.

6) |z| = [z],

7) |zw| = |z] [w].

Exercitiu 8.3. Pentru orice z,w € C,
DImz=0&z=2&2€R,

2) Rez=0z=—-2&2€7,

3) [Rez| <|z],

4) Imz| < |z,

5) |z + w| < |z| + |w| (inegalitatea triunghiului),
6) |z| < |Rez|+ [Im z|,

7) [z = [wl]] < [z + w|.

Definitii 9. Fie z = « + iy € C \ {0}.
(¢) Un argument al lui z (unghi in coordonate polare) este un numér real
0 € R care satisface relatia urmatoare numitd o reprezentare polara a lui z:
1) z=r(cosf +isinh),
unde r = |z| = /22 + y2.
(i7) Pentru orice § € R, notam prin e
2) ¢ = cosf + isin 6.

9 numsirul complex definit prin

Propozitia 10. Fie z = z + iy € C ~ {0} si Arg(z) multimea tuturor
argumentelor lui z, deci conform definitiei precedente [1.4 Def.9. (2)1) si (i7)2)]
rezulta egalitatea urmatoare:

Arg(z)={0:0 € Rsiz=|z]e"}.

Sunt indeplinite conditiile urméatoare:

(1) 8 € Arg (z) dacd si numai dacd 6 € R si
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z=r(cos@+ising)

S

Figure 4: Reprezentare polara in C

.

z| .

sinf = &
2]

cosf =

(14) Arg(z) este o mulfime nevidd cu proprietatea ci pentru orice o € R,
existd un numdr real unic ¢ € (a, a + 27] C R astfel incat ¢ € Arg(z), deci

z

T T
COS = — =

' |z /22y
sinp = —yl = -4 ‘

Definitia 11. Valoarea principald a argumentului lui z este un argument al
lui z notat prin arg z € Arg (z) si definit prin numé&rul real unic ¢ € (—7, 7] din
[1.4 Prop. 10. (4i)] corespunzitor valorii o = —.

Consecinte 12. Fie z = = + iy € C\ {0}.
(1) Valoarea principald a argumentului lui z este un numir real argz cu
proprietatea —m < arg z < 7 gi care se calculeaza cu relatia urmatoare:
z daca z=0 si y>0

2
-3 daca z=0 si y<0
argz = { arctan (¥) dacd >0
m+arctan (£)  dacd <0 si y>0

—7 + arctan (%) dacd <0 si y<0

(15) Arg(z) ={0:0 € Rsi (Fk € Z) 0 = arg z + 2kn}.
(i4i) arg (zw) = arg (z) + arg (w)  (mod 2m),
arg (£) = arg(z) —arg(w) (mod 2m).
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|Imz||

|Re z|

Figure 5: Reprezentare polara in C

az

Figure 6: Produsul az (a,z € C\ {0,1}).
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Figure 7: Multimea de puncte {-i,-1,1,i}

Z=x+Hy

Figure 8: Triunghiul cu varfurile z,% gi —¢
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Im(z)>0

Sector circular

Semiplanul pozitiv

Coroana circulara

Figure 9: Sectoare in C

1.5 Multimi speciale de puncte in planul complex

Definitii 1. Fie a € C gi 7 > 0 un numar real nenegativ.

(¢) Discul deschis cu centrul in a € C gi de razd r este
D,(a)={z€C:|z—a| <r}.

(1) Discul inchis cu centrul tn zo € C gi de raza r este
Dy(a)={z€C:|z—a| <r}.

(7i1) O wvecinatate a punctului a este o multime de numere complexe V C C
cu proprietatea cd existd r > 0 astfel incat D,(a) C V. Multimea tuturor
vecinatatilor lui a se noteazd prin V(a), deci

V(a) = {V C C:V este o vecindtate a punctului a}.
(tv) Semiplanul superior deschis in C este
It ={z€C:Imz > 0}.
Semiplanul superior inchis in C este
I+ ={2€C:Imz >0}
Analog se definesc semiplanul inferior deschis in C,
I-={z€C:Imz < 0}
si semiplanul inferior inchis in C este
- ={z€C:Imz < 0}.
(v) Un sector in C este o multime de puncte de forma urmétoare:
Sap={2€C~{0}:z=|z[e¥ cua <y < B} (a<h).
Daci 3 — «a = § atunci S, g este un unghi. Dacd f — o = 7 atunci S, 5 = IIT
este un semiplan superior deschis.
Definitii 2. Pentru orice A C C definim urmé&toarele mul{imi:
(1) multimea punctelor interioare lui A,
int(A)={z€ A: (3Ir >0)D,(z) C A},
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Figure 10: Tlustrarea conditiei D, (z) C D pentru o mulfime deschisd D C C

(7i) multimea punctelor aderente lui A,
adh(A) ={z € C: (Vr > 0)D,(2) N A # 0},
(#i) multimea complement alui A, A=C~A={z€C:z¢ A},
(1v) multimea frontierd a lui A, fr(A) = adh(A) Nadh(A°),
(v) multimea punctelor exterioare lui A, ext(A) = int(A°),
(vi) multimea punctelor de acumulare ale lui A,
A ={2eC:zecadh(A~{z})},
(vii) multimea vecinatatilor lui A,
V(A) = m V(a).
acA
Definitii 3. (i) O multime deschisd in C este o multime de puncte D C C
care satisface conditia cd pentru orice z € D, multimea D este o vecinitate a
lui z, deci:
1) pentru orice z € D existd r > 0 astfel incat D,.(z) C D [1.5 Fig. 10].
(#4) O multime inchisa in C este o multime de puncte F' C C cu proprietatea
cd multimea complement F° = C \ F este o multime deschisa, deci:
2) pentru orice z € F¢ = C \ F existd r > 0 astfel incat D,.(z) N F = (.
Observatii 4. Fie D si F multimi de puncte in C.
(1) D este deschisd in C daca si numai dacd int(D) = D; rezultd cd multimea
vid& 0 si multimea C sunt multimi deschise:
int(0) =0 si (V2 € C) (vr € RY) D, (2) C C;
(i1) F este inchisa in C daca gi numai dacd adh(F) = F.
Conditia [1.5 Def. 3 (i) 1)] pentru ca o multime D s§ fie deschisd exprimi
implicit faptul ¢ pentru orice punct z € D existd un cerc C,. (z) cu centrul in z
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gi de razd r > 0 si o regiune circulard pland D, (z) cu frontiera C, (z) in interiorul
careia orice segment orientat de origine z si de extremitate un punct oarecare
z* situat pe orice razd de lungime cel mult egald cu r* < r este inclus in D [Fig.
10]. Din acest motiv, este convenabil ca studiul continuititii si diferentiabilitatii
s fie ficut pentru functii complexe definite pe multimi deschise.

Sunt definite urméatoarele operatii cu multimi deschise:

1. dacé n € N si (D;);_7-, este o familie finita de n multimi deschise atunci

n
(\ D, este o multime deschisé;
j=1
2. dacd J este o multime nevidd (nu neapérat finita) si (Dj)j ¢ este o familie
de multimi deschise atunci |J D; este o multime deschisa.
jeJ
Conditiile precedente 1. si 2. impreuns cu faptul cid @ si C sunt multimi
deschise expriméa proprietatea ca familia multimilor deschise in C,
7 ={D C C: D este deschisi},
formeaza o topologie pe C. Aceastd topologie 7 coincide cu topologia canonici
a spatiului metric (C, ds), unde
dy : C x C — Ry astfel incat (Vz,w € C)da (z,w) = |z — w|,
este distanta euclidiana in planul complex.
Consecinte 5. Fie a € C. Sunt indeplinite conditiile urméatoare:
(¢) int(Dy(a)) = D,(a), deci discul deschis D, (a) este o multime deschiss;
(ii) adh(D,(a)) = D,(a), deci discul inchis D, (a) este o multime inchisa;
(7i1) frontiera discului deschis D,(a) coincide cu frontiera discului inchis
D,(a) si acestea reprezintd cercul C, (a) C C din planul complex cu centrul
a € C gi de razd r > 0 care este o multime inchisa:
Cr(a) = fr(Dr(a)) = fr(Dr(a)) ={z € C: [z —a[ =7}
Observatie 6. Planul complex C este un spatiu metric, deci C este un spatiu
topologic separat in sensul lui Hausdorff: pentru orice (z,w) € C x C cu z # w,
existd D,, D,, multimi deschise si disjuncte D, N D,, =0 cu z € D,,w € D,,.
Definitia 7. Fie X,Y C C. Multimea X se numeste densd in multimea Y
dacd Y C adh(X). Deci, multimea X este densd in C daci gi numai dacé are
loc relatia C = adh(X).
Exemple 8. Multimea Q x {0} este densd in R gi multimea Q x Q este densd
in C. Aceste rezultate se obtin pe baza faptului esential cd multimea numerelor
rationale Q este densa in R.

Reamintim acum definitiile unor notiuni cunoscute din planul euclidian real
care sunt necesare in continuare. Aceste notiuni generale de analizd reald sunt
introduse in acelagi mod in orice spatiu vectorial real normat altul decat C.

Definitii 9. (i) O multime mdarginitd in C este o multime de puncte M C C
cu proprietatea ci existd a € C si existd r > 0 astfel incat M C D,.(a).

(74) O multime care nu este marginitd in C se numeste multime nemarginita.

(#4i) O multime compacta in C este o multime marginita si inchisd in C.
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Figure 11: Multime poligonal conexa
(z = z0,w = 23, Ly, (2,w) = [20, 21] U [21, 22] U [22, 23])

(iv) O multime conezd in C este o multime de puncte A C C cu proprietatea
cd nu existd o pereche de multimi deschise si nevide (U, V) in C astfel incat
UNA#D)VNALPUNANV =0si ACUUV.

(v) O multime care nu este conexd in C se numegte mulfime neconexa.
(vi) Un domeniu (o regiune) in C este o multime D C C deschisi gi conex3.
(vit) O multime convexd in C este o multime de puncte S C C cu proprietatea
cd pentru orice pereche de puncte (a,b) € S x S rezultd c& segmentul orientat
[a, b] este inclus in S, adicd
[a, 0 ={(1—=XN)a+Xb:A€[0,1]} CS.

Exercitiu 10. Dati un exemplu de multime P C C satisfacdnd conditia ca
P este conexd gi P nu este convexd. Existd multimi Q C C care sunt convexe
si nu sunt conexe 7 Justificati raspunsul. O multime de puncte M C C se
numegte poligonal conexd dacd pentru orice pereche de puncte (z,w) € M x M
existd o linie poligonald L, (z, w) continutd in M de origine z si de extremitate
w, definitd printr-un gir finit de puncte

2= 20,21, 20 =W CU Ly (2,w) = [20, 21] U [21,22] U ... U [2p—1, 25] C M.
S& se demonstreze urmétoarea implicatie, pentru orice M C C:

(¥) M poligonal conexd = M conexi.

Implicatia inverss are loc ? Justificati riaspunsul. In legiturs cu proprietatea
precedentd (x) in teorema urmdtoare prezentdm o caracterizare a multimilor
deschise poligonal conexe.

Teorema 11. Fie D C C o multime nevidd de puncte in C. Urmadtoarele
afirmatii sunt echivalente:

(¢) Multimea D este un domeniu [1.5 Def.9 (vi)].

(#4) Multimea D este deschisd si poligonal conexd [1.5 Ex.10].
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Demonstratie. (i) = (i¢). Presupunem c& D are proprietatea (¢). Conform
[1.5 Detf.9 (vi)] rezultd c& D este deschis si conexd [1.5 Def.9 (iv)]. Verificdm
cd D este gi poligonal conexa. Fie a € D,

Dy (a) ={z€ D :3L,(a,z) C D linie poligonals de la a la z}
si Dy(a) = D~ D;i(a). Din a € Dj(a) rezultd c& D; (a) # 0. Pentru a
demonstra c& D este poligonal conexa este suficient si aratdm cd ambele multimi
D; (a) si Ds (a) sunt deschise, deoarece in acest caz conform [1.5 Def.9 (iv)] si
ipotezei ci D este conexd din D; (a) N Ds (a) =0 si Dy (a) U Ds (a) = D rezulta
exact relatia doritd D = Dy (a). Fie z € D. Atunci z € D; (a) sau z € Ds (a).
Din faptul ca D este deschisad rezultd cd existd r € RY astfel incat D, (z) C D.
Fie w € D, (2), deci [z,w] C D, (2) C D. Daci z € D; (a) atunci w € D (a)
deoarece exista o linie poligonala continuta in D de la a la w via z, deci in acest
caz rezultd D, (z) C D; (a). Dacd z ¢ D; (a) atunci w ¢ D; (a). Prin urmare

(¥j = 1,2) [z € D; (a) = D, (=) C D; (a)),
deci intr-adevar D; (a) si D3 (a) sunt multimi deschise in C.

(#) = (7). Presupunem c& D are proprietétile (i7). Conform [1.5 Ex.10 (x)]
din faptul ca D este poligonal conexd rezulta cd D este conexd, dar conform (47)
avem cd D este si deschisd, deci conform [1.5 Def.9 (iv)] rezultd (7).

Incheiem acest paragraf cu prezentarea extensiei functiei distantd euclidiana
pe C la o functie distantd generalizatd pe multimea partilor lui C,
ds : P(C)xP(C) — Ry.
Definitii 12. Fie A, B C C astfel incat A si B sunt nevide.
(¢) Diametrul lui A este un numér real finit sau infinit, notat prin
diam(A) € Ry = [0, +0oc] si definit prin relatia urmétoare:
diam(A) = sup {la; — as]| : a1,a2 € A}.
(ii) Distanta dintre multimile A i B este un numdr real, do(A4, B) > 0,
definit prin relatia urmatoare:
da(A,B) = inf {|a — b| : (a,b) € A x B}.

1.6 Proiectia stereografica

In spatiul afin euclidian real R? in raport cu un reper ortonormal (OXY Z)
consideram sfera unitate S; (0) C R? de ecuatie carteziani

24y +22=1.

Identificim multimea numerelor complexe C cu multimea punctelor din
planul cartezian (XOY'), deci numérul complex z = x + iy € C se identifici
cu punctul P, = (z,y,0) € R? din planul cartezian (XOY).

Fie N = (0,0,1) € S1 (0). Pentru orice z € C, fie z[1] € S; (0) punctul unic
de pe sfera Sp (0) care reprezintd punctul de intersectie al semidreptei NP, cu
sfera S; (0), deci

NP, NS (0) ={z[1]}, pentru orice z = z + iy € C.
Un punct oarecare al semidreptei NP, este de forma

(1=XN)N+AP, =(0,0,1) + Az,y,—1) = Az, Ay, 1 =) cu A >0

gl acest punct coincide cu z[1] dacd apartine sferei S (0), deci
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Figure 12: Plan complex extins

Z[1] = (Az, Ay, 1 = A)
pentru A > 0 verificand relatia
M2 + X2+ (1 - N2 =1,
ceea ce implica
)= 2 _ 2
T THe2+yZ T 1422
Rezulta ca pentru orice z =z + iy € C,

2
A1) = (2, e ) €510).
Fie co un element fixat astfel incat oo ¢ C. Definim o multime C care extinde
multimea C prin relatia: C = CU {oo}. Fie g : C — S (0) functia definits prin
conditiile urméatoare:
g(00) = (0,0,1) = N si g(2) = 2[1], dacd z = = + iy € C.
Atunci g este o functie bijectiva de la C pe sfera unitate S; (0).
Proiectia stereografici este functia f : Sy (0) — C care reprezinta inversa
functiei bijective g : C — S; (0) definite anterior. Rezulta c f satisface relatiile:
f(N)=o00si f(P)=zp, dacd P € S1 (0) ~ {N},
unde zp = zp + 1yp € C este numarul complex unic definit de punctul de
intersectie al semidreptei NP cu planul (XOY):
NPN(XOY)={(zp,yp,0)}, dacd P € S1 (0) ~ {N}.
Dacd P = (z,y,z) € 51 (0) ~ {N} atunci
z#1sia?+y?+22=1,
deci din conditia (zp,yp,0) € NP rezulti urmitoarea expresie analitici a
proiectiei stereografice f : Sy (0) — C:
£(0,0,1) = oo,
f@y,2) = +its, daci a? + 2 + 22 =1si 2 # 1.
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1.7 Planul complex extins

Fie d3 : R® x R® — R, distanta euclidiand si N = (0,0,1). Pentru orice
puncte din spatiul real P,Q € R? si orice numéar complex z = z + iy € C notim

|PQ| = d3(P,Q) si |Nz| = d3(N,P.) = /1 +|2[°, unde P, = (z,9,0) € R®.
Consideram multimea C = C U {oo} si functia bijectivi g : C — Sy (0) de la C
pe sfera unitate S; (0) definite in paragraful precedent 1.6. Definim o functie
q: C x C — R4 prin conditia c& pentru orice (o, 3) € C x C,
(e, B) = ds(g(a), 9(B)) = l9(a)g(B)],
deci ¢q (o, 8) € Ry este lungimea coardei
lg(),g(B)]={0=Ng(a)+Ag(B): A€ [0,1]} CR?
determinate in spatiul euclidian real R3 de perechea de puncte ale sferei unitate
(9 (), g(B)) corespunzitoare perechii de puncte («, ) prin functia bijectiva
gxg:CxC— S;(0)x S;(0).
Exercitiu 1. Functia q : C x C — Ry este o functie distantd pe C.
Rezolvare. Fie o, B, € C. Rezultd
(e, B) = ds(g(a),g(B)) = ds(9(B), g9(@)) = q(B, ) > 0,
deci q este o functie nenegativa si simetricd. Deoarece g este injectivd obtinem:
) (e, B) = 0 & d3(g(), g(B)) = 0 = g(a) = g(B) & a = 5.
In plus, din inegalitatea triunghiului pentru distanta euclidiand din R? rezultd

q(a,y) = ds(g(@), g(7)) < ds(g(a),g(B))+ds(9(8),9(7)) = a(a, B) +a(B,7),

deci g satisface inegalitatea triunghiului pe C.

Definitia 2. Planul complex extins este spatiul metric (C,q) cu multimea
punctelor C = C U {oo} si functia distantd ¢ definits anterior pe care o numim
distanta sfericd. Elementul oo € C se numeste punctul de la infinit.

Conventii de calcul in C. Cand se lucreazi in C se adoptd urmitoarele
conventii:

(WVaeC)latoo=200+a= 00,

VaeC)a-oco=00-a=00,

00+ 00=00-00=00 = 00,

(VacC) £ =0,

(Va € C~\ {0}) § = o0.

Expresiile oo — co gi <2 nu sunt definite.

Exercitiul urmator stabileste relatia dintre distanta sferica restransa la C gi
distanta euclidiana dy in planul complex C. Acest rezultat se utilizeazd pentru
caracterizarea multimilor deschise in planul complex extins.

Exercitiu 3. Functia g satisface conditiile urméatoare, pentru orice z,w € C:
2
1) q(z,00) =

ViHz?'
2) q(z,w) = % |z — w]| q(z, 00)q(w, ).
Rezolvare. Fie z,w € C.

1) Din definitiile functiilor ¢ : C x C — R si g : C — S; (0) rezults
q(z,00) = ds (g (2),9(00)) = ds(2[1], N) =
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ceea ce implicd 1).
2) Din relatia 1) rezultd
a(z,00) = [N2[1]| = 2
si din definitia functiei ¢ obtinem
q(z,w) = |z[1]w(1]].
Utilizand teorema cosinusului in triunghiurile P, NP, si z[1]Nw[1] pentru
unghiul lor comun
7= P.NP, = 2[[[Null]
cu varful in N rezultd urmaétoarele relatii:
2[1wll]|” = [N2[1]]* + [ Nw[1]|* — 2| N2[1]| [Nw[1]| cos 7,
|z —w]® = [Nz)* + |[Nw|* — 2|Nz| |[Nw]| cos .
Obtinem urmatorul sir de egalitati:
la(zw)? = |2 (1Jul1] =

2 _
TN=7 T NP~ 2[Na W ©87 =
4 2
e 12wl
deci
qa(z,w) = 5 |z — w| gz = 312 — wla(z, 00)q(w, 00),

ceea ce implicd egalitatea 2) din enunt,.

Exercitiile urméatoare exprima faptul ci proiectia stereograficid transforma
cercurile sferei unitate in cercuri din planul complex C sau drepte din planul
complex C reunite cu punctul de la infinit co.

Exercitiu 4. Fie I' C 1 (0) un cerc pe sfera unitate din R3. Dacid N ¢ T
atunci existd un cerc tn planul complex v C C = (XOY) astfel incat g(y) =T.
Dacd N € I' atunci existd o dreaptd in planul complex d C C = (XOY) astfel
incat g(dU {o0}) =T.

Rezolvare. Din ipoteza rezultd ca I' = S; (0) N7, unde m C R3 este un plan,

n:Ar+ By+Cz=D cu A% + B2+ C? #0.

Fie z = x + iy € C. Atunci

g(z) = z[1] e T & A(2z) + B(2y) + C(|2]> = 1) = D(1 + |2[*),

de unde rezulta

g(z) e & (C — D)(a? + y*) + 2Ax + 2By = C + D.

Dacd N ¢ T atunci C # D, deci existd un cerc v C C de ecuatie
v:(C—D)(2? +y?) +2Axr+2By=C+ D

astfel incat g(y) = I'. Dacd N € I' atunci C = D si A% + B? # 0, deci exista

o dreaptd in planul complex d C C de ecuatie d : Ax + By = C astfel incat

g(dU{oc}) =T.
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Exercitiu 5. Dacd d C C este o dreaptd si v C C este un cerc in planul
complex atunci multimile imagine g(d U {oc}) C S1(0) si g(vy) C Sp(0) sunt
ambele cercuri pe sfera unitate astfel incat N € g(dU {o0}) i N ¢ g(7).

Rezolvare. Fie d C C o dreapta in planul complex de ecuatie

d: Az + By=C (A% + B2 £0).

2
9() = (1+2\i\"" T 'ﬁ'@i)
rezultd cd g(d U {oo}) =T, unde I' = S; (0) N 74 este intersectia dintre sfera
S (0) si planul 74 de ecuatie Ax + By + Cz = C, deci I este un cerc cu N € T
Fie v C C un cerc in planul complex de ecuatie
vi(z—20)? + (y —yo)? =17 (r>0).
Din ecuatia cercului
v (2 +y?) = 2x07 — 2y0y = 7 — (2F + yp)
si definitia lui g rezultd c& g(y) =T, unde I' = S; (0) N7, este intersectia dintre
S1(0) si planul 7., de ecuatie
Tyt Az + By + Cz = D,
cu coeficientii (A, B, C, D) satisficand relatiile urmstoare:

Din relatia

C+D=1— (i +17)

Deci g(y) =T si I este un cerc astfel incat N ¢ T'.

Definitii 6. Pentru o € Csir > 0 notam -

Q-(a) = {8 €T q(B,a) <t} 5 Q,(a) = {8 T q(f,a) < v}

V(ie)={VCC:(Fr>0Q.(a) CV}. B

(¢) Multimea Q,(a) se numegte un disc sferic deschis gi multimea @, («) se
numeste un disc sferic inchis cu centrul in « gi de raza 7. B

(41) O multime V' € V(a) se numeste o vecinatate a lui a in C.
B (7i7) O multime D C C se numeste multime deschisa in planul complex extins
(C, q) daca verificd urmé&toarea relatie:

(Va € D) D € V().

Exercitiu 7. Sunt indeplinite conditiile urméatoare:

1) (e, B) < 2,¥(e,8) € Cx C;

2) q(z,w) < 2|z —w|,V(z,w) € C?;

8) T=Q,(0) = {a e C: qla,0) < 2J.

Rezolvare. 1) Fie (o, ) € C x C. Rezulti

q(a, B) = ds(g(a),g(B)) < diam(S1(0)) = 2,

unde diam(S; (0)) este diametrul sferei unitate [1.5 Def. 10. (7)]
2) Relatia din enunt, rezulta din [1.7 Ex. 3. 2)] si [1.7 Ex 7. 1)].
3) Fie « € C. Dacd a = z € C atunci

(@, 0) = ds(+[1], 0[1]) < ds(N, O[1]) =2

Daci o = oo atunci ¢(a, 0) = d3(N,0[1]) = 2.
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In exercitiile urmitoare se prezinti proprietiti din care rezulti echivalenta
dintre spatiile metrice (C,ds) si ((C,(Q impreund cu caracterizarea multimilor

deschise ale planului complex extins (C,q).

Exercitiu 8. Fie zp € Cgir > 0.
1) Exista p > 0 astfel incat D,(z0) C Qr(20).
2) Existd § > 0 astfel incat Q5(z0) C D,-(20).

Rezolvare. 1) Fie p = r/2. Conform [1.7 Ex. 7. 2)] din |z — 29| < p =1/2
rezultd q(z, z0) < 2|z — 20| < 2p =1, deci D,(z0) C Qr(20)-

2) Fie § > 0 si z € C. Conform [1.7 Ex. 3. 2)] rezultd

q(z,20) <6 &=z — 20| < WM.
Din relatia g(zo,00) < ¢(z, z0) + q(z, ), deducem

4(z,20) < 8 = q(2,0) > q(20,00) — 6.
Deci, pentru orice z € Csi d > 0 cu proprietatea q (zp,00)—0 > 0 este satisfacutd
urmatoarea implicatie:

(1) q(z,20) <6 = |z — 20| <
Exista 6 > 0 astfel incat

(2) q(29,00) — 6 > 0si WM <r.
De exemplu, dacd definim § prin relatia urméatoare:

(3) 6 = min ($q (20,00) , gtz ),

-
-

25 0
q(z0,00)[q(z0,00)—0] *

? 247rq(z0,00)
rezultd (2).
Din (1) si (2) rezultd ca pentru 6 > 0 dat prin (3) este satisfacutd urméitoarea

implicatie, pentru orice z € C:

q(z,20) <6 =]z — 20| <,
ceea ce implica relatia din enunt;:

Qs(20) € Dy(20),
deci 2) are loc.

Exercitiu 9. Fie D C C. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(¢) Multimea D este deschisd in spatiul metric (C, ds).

(74) Multimea D este deschisd in spatiul metric (C, q).

Rezolvare. (i) = (ii). Presupunem (i). Fie zp € D. Din () rezultd ci existd
r > 0 astfel incat D, (zp) C D, dar conform [1.7 Ex.8. 2)] existd § > 0 astfel
incat Qs(z0) € D, (20), deci existd 6 > 0 astfel incat Qs(z9) C D. Rezultd (i3).

(#4) = (i). Presupunem (ii). Fie zgp € D. Din (i4) rezultd cd existd r > 0
astfel incat Q,(z9) C D, dar conform [1.7 Ex. 8. 1)] existd p > 0 astfel incat
D,(20) € Qr(20), deci existd p > 0 astfel incat D,(zo) € D. Rezulta (7).

Exercitiu 10. Fie D C C. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Multimea D este deschisi in planul complex extins (C, q).
(#4) Multimea D are una din urmétoarele proprietiti:
d1) oo ¢ D gi multimea D este deschisd in
spatiul metric (C, ds);
d2) oo € D si existd o multime compactd K in
spatiul metric (C, ds) astfel incat D = C \ K.
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Rezolvare. (i) = (ii). Presupunem (i). Daci D = C atunci d2) are loc
pentru K = (). Presupunem c& D # C. Daci oo ¢ D atunci D C C si D este
deschisd in (C, q), deci conform [1.7 Ex. 9] rezultd cd d1) are loc. Consider8m
acum cazul co € D. In acest caz, conform ipotezei (i) rezultd ci existd r > 0
astfel incat r < 2 si Q,.(c0) C D. Fie K = C~ D = (D~ {o0})¢ C C. Conform
ipotezei (i) rezultd de asemenea cd D ~\ {00} C C este o multime deschisd in
(C, q), deci conform [1.7 Ex. 9] aceastd multime este deschisd in (C, d2). Rezultd
cd multimea K este inchisd in (C,dz). Din relatia Q,(o00) C D gi definitia
multimii K rezulta

ol 2

(Vze K=C~\ D) q(z,00) = WP >,

ceea ce implicd relatia

K CDs0)={2€C:|z] <6} cud=1vVi—r2
Prin urmare, K este marginitd gi inchisd in (C,ds), deci K este compactd si
D = C \ K, ceea ce inseamna c& d2) are loc. Proprietatea (ii) este verificat.
(#4) = (7). Presupunem (i¢). Dacd D verificd d1) atunci conform [1.7 Ex. 9]
rezultd ci (i) are loc. Presupunem c& D verificd d2), deci co € D = C~ K, unde
K C C este marginita si inchisd in planul complex C. Rezultd cd existd 6 > 0
astfel incat K C D;(0). Fie a € D. Verificim (i) considerand doud cazuri.
Cazul 1. o = oo; alegem r € R astfel incat

2
0<r< s
si deducem c& pentru orice z € C,
2€Q,(a) = q(z,0) =q(z,0) = —2— <71 =
2 2

V2 Vit
deci in acest caz rezulta

Qr(a) =Q,(0) CD=C\ K.

Cazul 2. a € C; in acest caz rezulta ci a € CND =C~NK cu CN K
deschisd in (C,dy), dar conform [1.7 Ex. 9] deducem ca C \ K este o multime
deschisd in (C, q), deci existd r > 0 astfel incat @,(a) CC~ K C D.

Prin urmare, (4) are loc.

= 2] >8=2€C~\Ds(0) = 2z€C\K,

1.8 Teme de casa
1.8.1 Set 1

1. (i) S4 se reprezinte in forma exponentiald re?® numerele complexe:
a)l—i b) i” ¢) V2 (1+1) d) 2 (1 +/3i)

(74) S& se reprezinte in forma carteziand x + iy numerele complexe:

Tim 3mi

a) es b) Te=i" c) 3e2 d) e>

2. S4 se reprezinte in forma polard |z| (cosarg z + i sinarg z) urmatoarele
numere complexe z definite prin:

a) (1—i) (1-iV3) b) (1-1)”" ¢) P
d) (1-/3i)°.
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w1l

wo=1

w2

Figure 13: Rad&cinile ecuatiei cubice 2% =1 [ex. 6 a)]

. Sa se reprezinte urmatoarele ecuatii cu variabila necunoscuta z € C sub
forma unor ecuatii depinzand de variabilele r si ¢, unde z = re*#:

a) 2> =27 b) |22 -1 =1 c)argz = ¢
d) arg (iz) = e) arg (2%) = 3.

. Pentru orice numar natural n € N, sa se calculeze:

o ()" b (V3+i)" +(VB-i)"

. Utilizand expresia sumei finite de numere complexe s, = E eFe . si se

demonstreze urmatoarea formula de calcul:
n

-1+ QZcos(kxp) % dacd ¢ # 2k (k € Z).
k=1

Explicitati formula de calcul a sumei Z sin (k).

k=1

. Utilizand solutiile ecuatiei cosng + isinng = —1 (necunoscuta ¢ € R si
n € N fixat), si se rezolve ecuatiile urmatoare cu necunoscuta z € C :
a)z23—1=0 b) 24 +1=0 c) 28 +1=0.

. Sa

se rezolve ecuatiile urmatoare cu necunoscuta z € C :
a) 27+ 28+ .. +z+1—0
b)( ) _( _1) _07
c) 22 —2z+1=0,

d) 26—z +22—-2+1=0.
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10.

11.

12.

Figure 14: Cercul lui Apollonius [1.8.2 Ex. 1]

. Fie z € C astfel incat 2> = —1 gi z # —1. S& se determine valoarea

o s 1
expresiel 5z

. Sa se demonstreze cd pentru orice z € C:

|z| <|Rez|+ [Imz| < v/2]|z|. Dati exemple de numere complexe z pentru
care inegalitatile precedente sunt stricte.

Fie z,w € C. S& se demonstreze identitatea:

12+ iw|® + |w +iz]> = 2 (|z\2 + |w|2)

Utilizand ex. 7. si se demonstreze cd pentru orice z,w € C:

I1—zw]—|z—w)® = (1 - \z|2> (1 - |w|2) S& se deduca de aici ci dacd

|z| < 1si|w|] <1 atunci ’f:;fu‘ < 1.

Fie z,w € C astfel incat z # w.

22
(i) S& se demonstreze ci Re (wtz) = lwl=lzl"
w—z |w—2z|

(i) Fie z = re? si w = Re™, cu 0 < r < R. Utilizand relatia
lw— z|* = (w — z) (W — %) si se demonstreze i

lw — z|* = R2 — 2Rrcos (6 — ¢) + r2.

Sa se deduca relatia urmatoare:

w+z | __ R?>—r2
Re (w—z) ~ R2—-2Rrcos(0—¢)+r?"
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1.8.2 Set 2

1. Fiea,feCcua#pBsiAeRcul>0s A# 1. Sase demonstreze cd
z:g = A. Ardtati ca cercul C
coincide cu cercul lui Apollonius definit prin locul geometric al punctelor
P din plan cu proprietatea ca % =\ unde A=a, B=0si P=z

Indicatie Fie o = ag +iag i B = [ + i8y. Pentru z = x + iy stabiliti

ecuatia urmatoare reprezintd un cerc C":

ca ecuatia din enunt ﬁ = ) este echivalenta cu o ecuatie de forma
2 2 _ 2 _ai—NB; o aa—)NB
(z—20)" +(y—wo)” =7, unde r >0, 1o = 5537+ si yo = G2 2-

2. Fie z € C, R C C dreapta reald si Z C C dreapta imaginard. Atunci:
2.1 z € R < una din urmatoarele conditii este indeplinita:
a) Imz =0,
b) z =%,
¢) |z —al =]z —a| cu a € C astfel incat Ima # 0.
2.2 z € 7 & una din urmdatoarele conditii este indeplinita:
a) Rez =0,
b) z=-%,
¢) |lz—1] =|z+1].

3. Fie a, 8 € C,. (Py) puncte distincte « # 3 pe cercul cu centrul in punctul
Py (0,y0) si de raz& r > 0. Fie P un punct variabil pe un arc «y al cercului
respectiv de extremitdti A = a gi B = 5. Atunci marimea unghiului APB
este o constantd p. S& se demonstreze ca ecuatia arcului circular v este
urmatoarea:

zZ—«

arg (£=3 ) = p (mod 27).

Fie @ un punct pe arcul 0 opus lui 7 avand aceleagi extremititi o si
—_—

(. Atunci unghiul AQB are o marime constantd egald cu m — u. S& se

demonstreze ca ecuatia arcului circular § este urméatoarea:

arg (;:g) = — (7 — p) (mod 27).

1.8.3 Set 3

1. Punctele p,q € C cu p # ¢ se numesc inverse in raport cu un cerc C(a)
de centru a € C, de razd r > 0 (r € R) si de ecuatie carteziand |z —a| =r
daca verificd relatia urmitoare: (p—a)(¢—a) = r%. Fie a,3 € C cu
a#PBsiAeRcu>0.

a) S& se demonstreze cd dacd A # 1 atunci punctele « si § sunt puncte

Z—

zzﬁ

inverse in raport cu cercul lui Apollonius de ecuatie ‘
1.8.2 Ex.1).

b) Fie d(a, ) = {ze(C: =a
multimii de puncte d (o, 8) si interpretarea geometricd a punctelor « si

B in raport cu d(a, 3).
¢) Fie a, B € C cu « # B. Definim doud familii de cercuri astfel:

’ = )\ (ase vedea

= 1} C C. 8Sa se precizeze graficul
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Figure 15: Arcele circulare opuse APB si XQ\B

Z—Q

1) O (o, B) astfel incat z € C} (o, B) & =Fl=AcuAeRsiA>0,
deci pentru A # 1 rezultd cd C} (o, B) este un cerc Apollonius avand «
si B puncte inverse, iar pentru A = 1 avem ci C7 (o, 3) = d (o, 3) este
multimea de puncte de la b);
2) C¥ (a, B) astfel incat
z2€Ch(a,p) & ar (Z_a> = { H mod 27),

2( B) g\ >=3 — (7 —p) ( )

™

relativ la a §i B cu p € R. Familiile de cercuri (C’{\ (o, B)))‘GR* si
+

(CY (e, B)) uer S€ numesc cercuri coaxiale. S& se demonstreze cd pentru
orice (A, 1) € R% x R cu X # 1, cercurile corespunzitoare C7 («,3) si
C¥% (a, B) sunt ortogonale.

Rezolvare. a) Presupunem cd A # 1. Conform [1.8.2 Ex.1], cercul lui
Apollonius din enunt are urmétoarea ecuatie carteziana:

2 3
(z —20)" + (y —y0)” =17 (r>0),

unde pentru z = z + 1y € C punct cu proprietatea ca zig = A

— 2 .

a=a +iag si =0, +i0, rezultd z € C, (zo,yo) cu g = a11—/\A261 $1
2

Yo = 0‘21:712&2 Acest rezultat se obtine din faptul cd ecuatia din enunt se

scrie echivalent sub forma urmatoare:

2 —af” = X2 = B,

ceea ce implica

(@ —a1)* + (y — a2)” = N (z = 8;)" + N (y — B,)",

relatie care conduce la rezultatul mentionat. Dreapta determinata de
punctele distincte o # S intersecteaza cercul C,. (2o, o) in doud puncte z
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z1

Figure 16: Puncte inverse [1.8.3 Ex. 1 a)]

Figure 17: Cercuri coaxiale



i z9 care sunt extremitéti ale unui diametru al cercului verificand relatiile
urmatoare:

zi—a=A(z1—0) sl za—a=—-A(z2—[).

Rezultd ci relativ la ecuatia carteziand a cercului C. (zg,yp) scrisd in
forma

|z — 20| =7 (20 = zo + iv0)

avem
=2t 5ir = ‘21522‘.
deci

o=z =3l(@—z)+(@=—2)=
%)\[(6 —z21) = (B—=)] =

A (22— 21)

si in mod similar

B—20)=XA3[(B—21)+ (8—2)] =

educem relatiile urmatoare:
(a = 20) (B = 20) =
(A2 — )] [& o= 20)] =
1 (22— 21) (22 — 21),
ceea ce implica
(0 —20) (B —20) = i (21 — 22) (21 — 22) = r2.
Relatia precedenta exprima exact faptul ca punctele « gi 8 sunt puncte
inverse relativ la cercul lui Apollonius.
Rezolvare b) Conform definitiei multimii d («, ) rezultd
(Vz€C)[z €d(a,B) & |2 —a| =z — B},
deci d (a, B) este o dreaptd astfel incat « ¢ d («, 5), 5 ¢ d (a, ) si punctele
a, B cu a # B sunt simetrice fatd de aceastd dreapta.

. Fie cercul de ecuatie carteziani |z — 3| = 2. Determinati o ecuatie a
cercului respectiv Cs (3) de forma z:g‘ =Acua,fER.

Indicatie. Aplicati [1.8.3 Ex.1 a)].

. a) S se demonstreze cd punctele a, 8 € C sunt inverse relativ la cercul

unitate |z| = 1 dacd si numai dacs a # 0 si 8 = L. Si se determine A € C
astfel incat ecuatia cercului unitate sa fie | 25| = ﬁ, unde oo € C~ {0}.
b) S& se determine centrul si raza cercului de ecuatie |z7*1‘ =A(A>0

numar real fixat).
¢) Fie a, 8 € C cu a # 8. Notdm prin C («, 5) un cerc de ecuatie

z:g = A si prin Cs (o, 8) un cerc de ecuatie

arg (z:g) =9 (Wui ) (mod 27).

Cercurile C (o, 8) si Cy («, 8) se numesc cercuri coaxiale. Reprezentati
grafic cu calculatorul 3 perechi de cercuri coaxiale (Cy (o, ) ,Cs (o, B))
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alegdnd convenabil numerele complexe « si 8. S& se demonstreze cé orice
pereche de cercuri coaxiale sunt ortogonale.

4. Determinati multimile de puncte din planul complex definite de fiecare
dintre ecuatiile urmatoare:
a) |z+3| =7, b) |z —2i| = |z +1],
) liz+ 1] =iz — 1], d) |z —e'5| =]z -1].

5. Sa se reprezinte grafic multimile de puncte din planul complex definite de
fiecare din relatiile urmatoare:

@) Tm (2 +1) < 2, ) Iz =il < |z — 11,
) |z +1i| >3, d) |z—1+4>]z—-1-1],
e) Im () <0, f)1<Rez <3,

g) Rez #0, Y]z =1l <1si|z|=1]z—2|

6. S& se reprezinte grafic fiecare din multimile urmatoare de puncte din C:
a) |z —1-—2i > 1,

b) |z — il # = — 11,

c)z=|zle¥cu-n1<p< T

d) |z—2| >34 2] < 2.

7. a) S& se determine centrul gi raza pentru fiecare din multimile de puncte
in C care sunt cercuri:
1. |z —3i| = |z + 1],
2. [z4+1=4|z-1],
3. [z—1] =2z,
4. 2|z —i| = |z].
b) Sd se determine pentru fiecare din cercurile urmatoare o pereche de
puncte inverse (a,3) € C? cu a # B si apoi si se expliciteze ecuatiile
=AA>0si A#1):

Z—x

z—p

cercurilor respective in forma
5. |z—1| =2,

6. |z —i| =2,

Tolz—1—i =2

1.9 Transformari Mobius

Definitia 1. O transformare Mébius este o functie f : C — C care are o
expresie de forma urmatoare:
(V2 €C) f(z) = 2 (a,b,c,d € C cu ad — be £ 0).
Observatie 2. Fie a,b,c,d € C astfel incat ad — bc = 0. Sunt posibile
urmatoarele cazuri:

cl) a =0 sau d = 0; in acest caz rezultd b = 0 sau ¢ = 0 si deducem:

e a=0s51b=0=(c
(c#0sid=0) (f(2)
(c=0sid#0)(f(2)
(c#0sid#0)(f(2)

=0si d=0) (f (2) nedefinitd, Vz € C) sau

=0, dacd z # 0 si f(0) nedefinitd) sau
0, dacd z # 0 gi £(0) nedefinitd) sau
0, dacd z # 0 si f(0) nedefinitd);
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ea=0sic=0= (b=0sid=0) (f(2) nedefinitd, Vz € C) sau
(b#0s5id=0) (f(z) =00,V2€C
(b#0sid#0) (f(z) = §,¥z € C);
e d=0s5ib=0=(c=0sia=0) (f(z

(c=0sia+#0)(f
(c#0sia=0)(f
f
(

nedefinitd, Vz € C) sau

si £(0) nedeﬁnlta) sau
# 0 si f(0) nedefinitd) sau

(c#£0sia#0)( # 0 i f(0) nedefinitd);

e d=0sic=0= (b=0gia=0) (f(2) nedefinitd, Vz € C) sau

(b=0sia#0) (f(z) = o0, dacd z # 0 si f(0) nedefinita) sau
(b#0sia=0)(f(z) =00,Vz € C) sau
(b#0sia#0) (f(2) nedefinitd, Vz € C);
c2) a # 0 gi d # 0; in acest caz rezultd b # 0 si ¢ # 0; din conditia
- ‘. < az+b = 0 .
ad — bc = 0 rezultd in plus cd sistemul { c24d — 0 are rangul 1 gi este

satisfacuta relatia urméatoare:
d(az+b)—b(cz+d) =0,
deci az 4+ b =4 (cz + d), ceea ce implica f (z) = ijrrs =% vzeC.
Conform celor de mai sus rezultd ca Va,b,c,d € C cu ad — be = 0, expresia

?Zzis fie este nedefinitd, ¥z € C, fie este definitd si egald cu o constanti pe

C~ F cu F C C multime finitd. Prin urmare studiul functiilor f : C — C astfel
incat (Vz € C) f(z) = Zjis se reduce la studiul transformérilor Mobius definite
conform [1.9 Def.1].

Propozitia 3. Fie (a,b, c,d) € C* numere complexe cu proprietatea
(1) ad —bc#0
si f:C — C transformarea Mobius corespunzatoare definita prin:
(2) (V2€C) f(z) = %.

Sunt indeplinite conditiile urméatoare:

. .
(id) £ (05) = ¢, o
(7i7) functia f este bijectivd cu inversa g : C — C definitd prin relatia:

(3) (Vw € C) g(w) = dw=b,

a—cw

Demonstratie. Conditiile (i) si (i7) rezultd din conventiile de calcul in C
[1.7 dupd Def.2]; intr-adevir, avem

dy _ o(=2)+b _ be—ad
f (_E) T o(Cd)wd G = o0,
deoarece conform (1) deducem bc —ad ;é 0, deci (%) are loc; din (2) rezultd
— b
(V2 e C~A{0}) f(z) = +d si f(0) = &, ceea ce implicd f(c0) = ':_ti =2,

deci (ii) are loc.
(i73) Fie z,w € C. Conform (1), (2) si (3) rezulta:

dw—b
_ ag(w)+b _ gt +b
flg(w)) = cg(w)y+d = cduzbig —
adw—bcw __ (ad=bo)w __ w
ad—bc —  ad—bc T 7D

43



)—b _ ez
9(f(2) = = 5 =

a—cf(z) afczjis -

adz—bez __ (ad=bc)z __ 2

ad—bc ~—  ad—bc T 7
Rezultd fog=go f =idg, deci g = fL
Exemple 4. a) Fie ¢ € Rsi 7, : C — C rotatia de unghi ¢ definita prin
conditia (Vz € C)r, (z) = €'z Atunci r, este restrictia la C a transformarii

Mébius 7, : C — C definite prin

v J ro(2), daca z€C
T‘/’(z)_{ 00 dacd z= o0

)

PV _ az+b — Lip o : _
adica 7, (2) = &g cua=e¥,b=c=0sid = 1.

b) Fie A € Rcu A > 0 i oy : C — C omotetia de factor A definitd prin
conditia (Vz € C) oy (z) = Az. Atunci oy este restrictia la C a transformarii
Mobius 0y : C — C definite prin

v _J ox(z), dacd ze€C
OA(Z)_{ 00 dacd z= o0

)

adicd oy (z) = ijr'g cua=\b=c=0sid=1.

¢) Fie a € Ci t, : C — C translatia de vector « definitd prin
(Vz € C) ity (2) =2+ a. o
Atunci t,, este restrictia la C a transforméarii Mobius ¢, : C — C definite prin

ta(z)z{ to (), daci z€C

)

00 dacad z =00

adicd t, (2) = % cua=1,b=a,c=0sid=1.
d) Fie operatia de inversare pe C \ {0} = C*, =} : C* — C* definita prin
(VzeC)z7t =1
1 este restrictia la C* a transformarii Mobius —! : C — C definite prin

1 daci zeC~{0}
“1(z) =< o0, dacd z=0 ,
0 dacd z=o00

adica ~1(z) = Zzzjr's cua=0,b=1,c=1sid=0.

Teorema 5. Fie o, € Ccua # fsi A € RY cu A # 1. Consideram cercul
Apollonius C) (e, 3) de puncte inverse « si 3,
Oy (, B) = {ze(C: ’ﬁ :)\}.
Definim Cj («a, 8) = C» (o, ) U {oc}. Pentru orice transformare Mobius
f: C— C, imaginea prin f a lui C) («, 8) datd prin

£ (Ox(@B) ={f(2) : = € O (@ B} U{f (00}

este un cerc Apollonius de puncte inverse f () si f(8) reunit cu punctul oco.

Atunci

Demonstratie. Fie f : C — C o transformare Mobius definitd prin
(Vz € (C) fz)= Zz—"’b (cu a,b,c,d € C i ad — be #0).

z+d
Fiew = f(z) € f (m) cu z € Cy (o, f). Rezultd z = §20 5 =B =N
deci
dziyfb_a . . ac d)wf(oar#b)
%_B — ). Obtinem relatia Eﬁcj_d)wm = ), de unde deducem:
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(1) ‘wff(a)

=\, dacd ac+d # 0 i (Bc+ d) # 0;

w—f(B)
(2) lw = f ()] = A |52, =0;
(3) lw—f(B)= A\EZIZ =0sifBc+d#0.

Cazul ac+d =0si Sc+ d = 0 este exclus deoarece in acest caz rezulta
0=ac+d=Fc+d,deci (a —8)c=0,

ceea ce implica
¢ =0 (deoarece o # ) si d = 0 (deoarece 0 = ac+d = a0 + d = d),

de unde rezulta ad — bc = 0, dar ad — bc # 0, contradictie.

In cazul (1) deducem f (CA (o, B)) =Cx(f(a), f(B))U{co}.
In cazurile (2) si (3) rezulta ci multimile imagine f (C)\ (o, ﬁ)) sunt definite

respectiv prin cercurile Apollonius de centre f(«) si f(8) reunite cu punctul

Ba+d /\ aa+b
ac+d Be+d |°

Aplicatie 6. Utilizand metoda de demonstratie din [1.9 Teor. 5] prin care
s-a determinat imaginea printr-o transformare Mobius a unui cerc Apollonius,
deducem o metod& corespunzitoare de determinare a imaginii f (S) C C a unei
multimi oarecare S C C printr-o functie injectivd f : C — C, nu neapirat o
transformare Mobius. Fie S C Csi f : C — C o functie injectivi. Urmarim s
determindm multimea imagine f (S) = {f (2) : z € S}. Pentru a realiza aceasta,
fie f=1: f(S) — Sinversa lui f: S — f(S)sifiew = f(2) € f(S) cuzeSb.
Obtinem relatia care caracterizeazi conditia w € f(S) cu metoda urmatoare
numita metoda substituliei: in relatia care caracterizeaza conditia z € S se
substituie variabila z cu expresia ei in functie de w, z = f~! (w), din care se
deduce relatia cautatd depinzand de variabila w.

Exemple 7. Fie S = RU{o0},T = C; (0)U{oo}, U = {z: Rez =1} U{o0}
siV =0y (3) U{cc}. Atunci:

1) f(S) C C este definita de:

a) ZU {oo}, dacd w = f(z) = €'22,Vz € C 5i 0o = f (c0),
b) {w e C:Imw =1} U{oo}, dacd w = f(z) =2+, Vz € C si 0o = f (00).

oo avand respectiv razele A

2) f(T) C C este definita de:
c) C2 (0) U{oo}, dacd w = f(z) =22,Vz € C si 0o = f (00),
d) C1 (1) U{oo}, daci w = f(z) =2+ 1,Vz € C gl oo = f(0).
3) f(U) C C este definita de:
) C1 (3)U{cc} =V, dacéw:f(z):%,VzG@.

~— NI

4) f (V) C C este definita de:

f) {z:Rez=1}U{oo} =U, daci w= f(2) = 1, vz € C.

5) f(Zu{oo}) = 5(2)U{oo}—V,dacéw—f(z)— L vzeC

6) f(RU{o0}) = RU{oc}, dacd w = f (2) = = 1,Vz€(C

7) f(Cr(0)U{oc}) = {weT:|2t| =r} (dreaptd, pentru r = 1; cerc,
pentru 7 # 1), dacd w = f (2) = -15,Vz € C.

Z—x

z—p

Observatie 8. Orice dreaptd d(«a,3) C C de ecuatie = 1 este unic
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determinati de perechea de puncte distincte (o, 3) € C? (o # f3). Orice triplet
(a,3,A\) € C2 x Rcu o # B,A > 0si A # 1 determini un unic cerc Apollonius

Cy (o, B) de ecuatie z:g‘ = \. Tripletele de puncte distincte (p,q,r) € (oM
(p # q,q # r si r # p) sunt utile in constructia transformarilor Mobius.

Propozitia 9. Fie (21, 22, 23) € (ol i (wy,wa,ws) € (ol triplete oarecare de
puncte distincte in C. Atunci exista o unicd transformare Mébius f: C — C cu
proprietatea urmatoare:

(T) f(z) =w;, Vji=1,2,3.

Demonstratie. Definim functia f : C — C prin relatia urmitoare:

(T*) (V2 € T) £ () = w astlel ncat (=) (222 ) = (=2 (2=2).
Atunci f este o transformare Mobius verificind conditia (T). Se verificd in plus

faptul cd o transformare Mobius w = f(z) = ijfs,Vz € C (a,b,c,d € C cu

ad — be # 0) satisface (T) daci si numai daci f satisface (T™). Unicitatea
rezulta din faptul ca unica transformare Mobius f care transforma punctele
0,1, 00 respectiv in 0, 1, co este functia identitate f = id : C — C.

Observatii 10. Functia g : C — C cu g (2) = (ﬂ) <M) , ¥z € C este

zZ—z3 Zo—2z21

o transformare Mobius care transformé punctele z1, 29, z3 respectiv in punctele
0,1,00. Analog functia h: C — C cu h (w) = (w’m) (u) ,Yw € C este o

w—ws Wo — W1
transformare Mobius care transforma punctele wy, we, w3 respectiv in punctele
0,1,00. Atunci functia compusi f = h™' og : C — C este o transformare
Mobius care transforma punctul z; in w;, pentru j = 1,2,3, deci functia f
satisface conditiile (T) si (T") din [1.9 Prop. 9].

2 FUNCTII COMPLEXE
DE O VARIABILA COMPLEXA

2.1 Definitii si exemple.

Definitia 1. O functie complexa de o variabila complexa este o functie
f : D — C cu valori in C avind domeniul de definitie 0 multime nevida de
numere complexe D C C.

Consecinta 2. Fie D CCcu D # 0 si f : D — C o functie complexs de
o variabild complexd. Atunci existd o pereche unicd (u,v) de functii reale de
doud variabile reale u,v : D — R verificand relatia urmatoare:

(1) f(z)=u(z,y) +iv(z,y),Vz2=2+iy € D.
Notam Ref = w si Im f = v respectiv functiille u : D — Rsgiv: D — R
care verificd (1). Functia Re f = w se numeste partea reald a lui f si functia
Im f = v se numeste partea imaginard a lui f. In conditiile (1), convenim s&
scriem prescurtat

1) f=u+iv:D —C.
Au loc relatiile:

(1.1) u(z,y) =Re f(2),Vz2=x+1iy € D;
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(1.2) v(z,y) =Im f (2),Vz =2 + iy € D.

Definitia 3. Fie n € N gi R™ spatiul aritmetic real n-dimensional. O functie
complexd de n variabile reale este o functie ¢ : D — C cu valori in C avand
domeniul de definitie o multime nevida de puncte D C R".

Consecinta 4. Fien € N, D CR" cu D # 0 si ¢ : D — C o functie
complexd de n variabile reale. Atunci existd o pereche unicd (P, Q) de functii
reale de n variabile reale P,Q : D — R verificAnd relatia urmatoare:

(2) ¢(z) = P(x) +iQ(x),Vr = (1,22, ...,xy) € D.

Notdm Rep = P si Imp = @ respectiv functiile P : D — Rsi Q : D — R
care verificd (2). Functia Reyp = P se numeste partea reald a lui ¢ si functia
Im ¢ = Q se numeste partea imaginard a lui . In conditiile (2), convenim si
scriem prescurtat

(2") p=P+iQ:D —C,

Au loc relatiile:

(2.1) P(z) =Rep(z),Vz = (1,22, ...,25) € D;

(2.2) Q(z) =Imyp(z),Vz = (21,22, ...,2,) € D.

Observatie 5. Fie D C Rcu D # 0 si f : D — R o functie reald de o
variabild reald. Atunci f poate fi consideratd o functie complexa de o variabild
complexd cu domeniul de definitie inclus in R si cu valori in R C C.

Exemplu 6. Fie n € NU{0}. O functie polinomiald analitica de grad n este

o functie P, [a] : C — C definitd astfel, pentru orice z € C:
P, la) (2) = apz"™ + a12" 1 + ... + ay,
unde a = (ag, a1, ...,a,) € C""1 este un gir finit de numere complexe cu ag # 0.

Cazuri particulare.

1) Fie n € NU {0}. Functia putere de grad n este o functie polinomiald
analitica de grad n notatd prin p, : C — C si care este definitd prin relatia
urmatoare:

pn(z) = 2", Vz € C.
Deci p,, = P, [e1], unde e; = (1,0, ...,0) € C**L.

2) Fie a € C un numir complex fixat. Translatia determinatd de a este
o functie polinomiald analiticd de grad 1 notata prin ¢, : C — C i care este
definitd prin relatia urméatoare:

ta(z) =2z +a,Vz € C.
Deci t, = Py [e1 + aes], unde e; = (1,0) € C? si eg = (0,1) € C2.

3) Omotetia determinatd de un numdr a € C este o functie polinomiald
analiticd de grad 1 notatd prin o, : C — C si care este definitd prin relatia
urmatoare:

04(2) = az,¥z € C (a se vedea Fig.6).
Deci 0, = P [aei], unde e; = (1,0) € C2. In particular, pentru numarul
complex a de forma urmatoare:

a=¢e"Y=cosh+isinfd cCcubeR,
omotetia o, determinatd de a reprezintd rotafia determinata de unghiul § € R
care se noteazd prin rg : C — C, deci rg = 0,0, ceea ce implicd

r9(2) = €?2,Vz € C.
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Exemplu 7. Fie (n,m) € (NU{0})?. O functie rationalé analitici este o
functie complexd Ry ) [a,b] : D — C corespunzitoare unei perechi de functii

polinomiale analitice (P, [a], Q. [b]) astfel incat
P, [a] (2)
R n,m [a’b] (Z) = 7,VZ € D= {Z € C: Qm [b] (Z) 7& O}a
() Qm [b] (2)
unde a = (ag,a1,...,a,) € C"1 si b = (bg,b1,....,0) € C™L cu ag # 0 si
bg # 0. Rezulta ci au loc relatiile urméatoare:
2€D®2€Csibyzm +b12m M4 ... 4+ by £0;

_ apz"+a1z" ‘4. . 4a,
R(n,m) [a, b] (Z) = boozm-l—bllzm*l-&-.“—&-bm’vz € D.

Exemplu 8. Functia exponentiala complexd este functia f : C — C definita
prin relatia urmatoare:
f(z) =e*Vz €C,

unde

e* = e®(cosy +isiny),Vz =z + iy € C,
cu e”, cosy si siny reprezentand valorile functiilor ezponentiala reald, cosinus
real si sinus real de la R in R.

Exemplu 9. Functia sinus complex este functia f : C — C definitd prin
relatia urméatoare:
f(z) =sinz,Vz e C
unde

. iz, —iz
sinz = &=+—,Vz € C.

Exemplu 10. Functia cosinus complex este functia f : C — C definitd prin
relatia urmatoare:
f(z) =cosz,Vze C

unde
1z e—iz

cosz = ¢ +2 ,Vz e C.

Exemplu 11. Functia sinus hiperbolic complex este functia f : C — C
definita prin relatia urmatoare:
f(z) =sinh z,Vz € C,
unde

sinh z = 62_2672 ,Vz € C.

Exemplu 12. Functia cosinus hiperbolic complex este functia f : C — C
definitd prin relatia urmé&toare:
f(z) =coshz,Vz € C,
unde

coshz = ¢ +26_ ,Vz e C.

2.2 Siruri in C

Fie (C, q) planul complex extins, unde q este distanta sferica [1.7 Def. 2].

_ Definitia 1. Un sir de numere complexe (zy)nen se numeste convergent in
(C, q) daci existd o € C astfel incat (Ve > 0)(IN. € N)(Vn > N.)q(zn, @) < € si

in acest caz notdm o« = lim 2z, sau z, — « gi numim « limita girului (2, )nen.
n—-+4oo
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Definitia 2. Un sir de numere complexe (z,)nen se numeste gir Cauchy
dacd verificd urmatoarea conditie:

(Ve > 0)(AN, € N)(Ym > N.)(Vn > N.) |zp, — 2m| < €.

Propozitia 3. Fie (2, )nen un gir de numere complexe in forma algebrica cu
Zn = Ty + iy, € C,¥Vn € N
si z = + 4y € C un numar complex. Sunt indeplinite conditiile urmatoare:
i) zn, — z dacd gi numai dacd (Ve > 0)(IN. € N)(Vn > N.) |z, — 2| < e.
i1) zn — 0o dacd §i numai dacd (Vp > 0)(IN, € N)(Vn > N,) |z,| > p.
1

(
(
(i73) dacd 2z, # 0,Vn € N atunci z, — 00 & — — 0.
Zn

(iv) zp, — z implicd (Ir > 0)(Vn € N)|z,| < r, deci orice sir convergent
(2n)nen cu limita in C este marginit.

W)z, w2 2, 2T 8y, —y < Rez, = Rezsilmz, — Im 2.

(vi) (zn)nen este un gir Cauchy dacd si numai dacd (2, )nen $1 (Yn)nen sunt
siruri Cauchy.

(vi%) (2n)nen este un sir Cauchy dacé si numai dacd existd o € C astfel incat

a= lim z,.
n—-+00

2.3 Limite de functii. Functii continue

Definitia 1. Fie f =u+iw : D - Ccu D CC, a € D’ un punct de
acumulare pentru D in (C, ¢) si A € C. Functia f are limita A in a dacd pentru
orice numar real € > 0 existd un numér real § > 0 astfel incat

F DN (Qs(a) ~H{a})) € Qe(N).
A= lim f(z)

zZ—a

daca functia f are limita A in a.

Definitia 2. Fie f =u+iv: D — Ccu D C Csia e D. Functia f se
numegte continud in punctul a dacd a ¢ D’ sau a € D' si f(a) = lim f(2).
z—a

Notam

Functia f se numeste continud pe D dacd (Va € D) f este continug in a.
Propozitia 3. Fie f = u+iv: D — C o functie complexd cu D C C, a € D’
un punct de acumulare pentru D in (C,¢) si A € C. Sunt indeplinite conditiile
urmatoare:
(i) Dacd a, A € C atunci
A = lim f(z) < pentru orice numér real € > 0 existd un numér real 6(g) > 0
zZ—a
astfel incat din z € D,z # a i |z — a] < d(¢g) rezultd |f(z) — A| <e.
(#7) Dacd a € C atunci
oo = lim f(z) < pentru orice numér real r > 0 existd un numér real §(r) > 0
zZ—a
astfel incat din z € D,z # a §i |z — a| < d(r) rezultd |f(z)| > 7.
(#43) Dacd A € C atunci
A= lim f(z) < pentru orice numar real € > 0 existd un numdr real 6(g) > 0
Z—00

astfel incat din z € D si |z] > §(g) rezultd |f(2) — A| < e.
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(iv) oo = lim f(z) < pentru orice numdr real r > 0 existd un numér real

Z— 00

o(r) > 0 astfel incat din z € D si |z| > d(r) rezultd |f(2)] > 7.

(v) Dacd a = aj +ias € Cgi A =\ + i)d2 € C atunci

A=lim f(z) & A\ = lim u(z,y) si Ag = lim v(x,y).

z—a (z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2)

(vi) Functia complexd f este continud in a = ay + ias = (a1,a2) € D dacd
si numai daca functiile reale v : D — R ¢i v : D — R sunt continue in a.

(vit) Functia complexd f este continud pe D dacd gi numai dacd functiile
reale u: D — Rgiv:D — R sunt continue pe D.

2.4 Functia argument

Definitia 1. Functia argument este o functie Arg : C~ {0} — P(C) definita
pentru orice z € C ~ {0} prin mul{imea Arg(z) a tuturor argumentelor lui z,
deci conform [1.4 Cons. 12 (i)]

(Vz € C\{0}) Arg (z) = {argz + 2kw : k € Z}.

Definitia 2. Determinarea principald a functiei argument este o functie
arg : C\ {0} — R de la multimea numerelor complexe nenule in R definitd prin
corespondenta urmatoare:

(Vz € C~\{0})z > argz € Arg(2),
unde argz este un numdr real cu argz = ¢ € (—m,n| reprezentand valoarea
principald a argumentului numéarului complex nenul z definitd prin [1.4 Def. 11]
gi care se calculeazd conform [1.4 Cons. 12 (¢)].

Pentru orice numar complex nenul z, urméatoarea propozitie expliciteaza o
reguld alternativa de calcul a valorii arg z pe baza formei algebrice z = z 4 y.
Aceasta permite determinarea puterilor z™ (m € N) necesare in diverse aplicatii.

Propozitia 3. Fie z = z + iy € C ~ {0}. Au loc relatiile urmétoare:
2 arctan (ﬁlzl) , dac& x4+ |z| #0

Y

(6) arg 2 ™ , dacd z 4+ |2| =0

(i1) z = |z| €'?"®% = |z| (cosarg z + isin arg z) (forma polar# principald);

(#4i) pentru orice m € NU {0}, puterea algebricd a lui z de exponent intreg
nenegativ m se calculeazi cu formulele urmatoare:

2= (|z] @8 2)™ = |2 eimare = = |2|™ [cos (marg z) + i sin (marg z)).

2.5 Logaritmul natural complex

Definitia 1. Functia logaritm natural complex este o functie
Ln:C~ {0} - P(C)
definitd prin conditia urmétoare:
(VzeC~{0}H)we Ln(z) & e¥ =2z
Propozitia 2. Fie z = z + iy € C \ {0}. Atunci
Ln(z) ={ln|z| + i(arg z + 2k7) : k € Z},
unde In |z| este logaritmul natural real al num&rului real pozitiv |z| > 0.
Definitia 3. Determinarea principald a logaritmului natural compler este
functia complexd In : C \ {0} — C, definitd prin conditia urmitoare:

50



(Vze C~{0})In(z) =In|z| +iargz.

Exercitiu. 54 se determine multimile de numere complexe Ln (1), Ln (—1) si
Ln (1 — 7) impreund cu determin&rile principale corespunzitoare In (1) ,In (—1)
siln(1—1).

Rezolvare. Din [2.5. Prop. 2] deducem:

Ln (1) ={2kmi:ke€Z}siin(1) =0,

In(-1)={2k+ Drmi: k€ Z} siln(-1) = mi,

Ln(l—i)={InvV2+i(—%+2kr):k€Z} siln(l —i) =Inv2—i

N

2.6 Puteri complexe generale

Definitia 1. Fie a € C si z € C \ {0}. Definim z® C C prin relatia:

(1) 2% = () = fev .y € Ln (2)},
si numim 2% mulfimea putere complexd de exponent « a lui z.

Definitia 2. Functia putere complexd de exponent o € C este o functie
Do : C~ {0} =P (C) definitd prin relagia urméatoare:

(2) (Vz € C{0})pa(z) =2 [2.6 Def. 1. (1)].

Propozitia 3. Pentru orice z = z + iy € C \ {0} si a € C, sunt indeplinite
conditiile urmaétoare:

(Z) 20— {ea[ln\z|+i(argz+2kﬂ')] ke Z},

(i1) dacd n € Ngi @ = 1 atunci 2% = {/z, unde

3) vz= { Yzl [cos ¢ (2, k,n) +ising (2, k,n)] : k:m}

arg z42km
n

cu g (z,k,n) = ;
(4ii) dacdi m € NU{0},n € Nsi a = T atunci 2* = /2™, unde

(4) /2m = { 12" [cos (mep (2, k,n)) + isin (me (2, k,n))] : k=0,n— 1};

in particular, pentru m € NU{0} si n = 1, din relatia (2) deducem c& multimea
putere complexd z® = 2T de exponent o = T se identifica cu puterea complexa
algebrica de grad m:

(5) 2% = 2T = v/z™ = {|z|™ [cos (marg z) + isin (marg 2)]} = {z™},

deoarece z = |z| e! 2182,

Exercitiu. S# se calculeze multimile putere complex# (—1) si 4’

Rezolvare. Definitiile gi proprietatile precedente furnizeaza reguli concrete

de calcul cu puteri complexe. Pentru multimile putere (—1)% si i* obtinem:
(6) (_1)1 —_ e(—l)lni — {e—(2k+1)ﬂ' ke Z} C R,
(7) i = eli = {e-@WHDF ke Z) CR.

2.7 Functii trigonometrice

Functiile trigonometrice complexe sunt functiile sinus si cosinus definite in
[2.1 Ex.9 si Ex. 10] impreund cu functiile tangentd gi cotangentd pe care le
definim in continuare.

Definitia 1. Functia tangentd este functia f : Dom(tan) — C definitd prin
relatia
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f(z) =tan z = S 2
cos z

,Vz € Dom(tan) = C \ Zero(cos),

unde -
Zero(cos) = {z € C:cosz =0} = {(2k+ 1) 3 ke Z}.

Definitia 2. Functia cotangentd este functia f : Dom(cot) — C definitd

prin relatia
f(z) =cot z = C?bZ,Vz € Dom(cot) = C \ Zero(sin),
sin z

unde
Zero(sin) = {z € C:sinz =0} = {kn : k € Z}.
In propozitia urmitoare, se prezinti reguli de inversare a functiilor trigono-

metrice care se obtin din definitiile date anterior utilizidnd functiile complexe
logaritm natural si radical de ordinul al doilea.

Propozitia 3. Fie z € C. Definim multimile
Arcsinz = {w € C:sinw = z},
Arccosz ={w € C: cosw = z},
Arctan z = {w € C: tanw = z},
Arccot z ={w € C: cot w = z}.

Au loc relatiile:

(i) Arcsinz = —iLn (iz + V1 — 2?),

(i1) Arccos z = —iLn (z + V22 — 1),

. 144
i1) Arctan z = L n 'z , pentru z —1,1},
1ii) A 2L + t )

1—1z
(iv) Arccot z = —%Ln <Z i Z> , pentru z ¢ {—i,i}.
zZ—1

2.8 Functii hiperbolice

Functiile hiperbolice complexe sunt functiile definite in [2.1 Ex.11 si Ex.
12] numite sinus hiperbolic si cosinus hiperbolic impreund cu functiile tangenta
hiperbolica gi cotangenta hiperbolicd pe care le definim in continuare.

Definitia 1. Functia tangentd hiperbolica este functia f : Dom(tanh) — C
definita prin relatia

sinh z
o) Al 2= oshz’

Vz € Dom(tanh) = C \ Zero(cosh),

unde 1
Zero(cosh) ={z € C:cosh z =0} = 3 In (—1).

Functia cotangenta hiperbolica este functia f : Dom(coth) — C definitd prin

cosh z .
f(z) = coth z = m,Vz € Dom/(coth) = C\Zero(sinh),

unde

1
Zero(sinh) = {z € C : sinhz = 0} = §ln 1.

Observatie 2. Functiile hiperbolice se pot exprima cu ajutorul functiilor
trigonometrice pe baza relatiilor urmatoare, pentru orice z € C:
(1) sinh z = —isin(iz),
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(2) cosh z = cos(iz).
Propozitia urmatoare furnizeaza reguli de inversare a functiilor hiperbolice.
Propozitia 3. Fie z € C. Definim multimile
Aresinh z = {w € C: sinhw = z},
Arccosh z = {w € C: coshw = z},
Arctanh z = {w € C: tanh w = z},
Arccoth z = {w € C: coth w = z}.
Au loc relatiile:
(i) Arcsinhz = Ln (2 + V2% + 1),
(i1) Arccoshz = Ln (z + V2% — 1),

1 1
(#i1) Arctanhz = §Ln (1+z) , pentru z ¢ {—1,1},
-z

1
2t 1) , pentru z ¢ {—1,1}.
- —

(iv) Arccothz = %Ln <

2.9 Drumuri in C

In acest paragraf reamintim notiuni si rezultate de baz# privind drumurile
parametrizate in C = R x R din analiza reald. O curba I" in C este o multime de
puncte in planul complex care se poate interpreta intuitiv astfel: in vecinitatea
fiecdrui punct al siu punctele curbei respective I' reprezintd traiectoria unui
mobil in miscare intr-un plan reprezentand multimea imagine im (vy) = ~ (1)
a unei functii complexe v : I — C, unde I C R este un interval real. De
exemplu, punctul () = e parcurge cercul unitate din planul complex cand
parametrul real ¢ cregte de la 0 la 27 din punctul 1 = +(0) pentru ¢ = 0 in el
insusi 1 =« (27) pentru ¢t = 27.

Introducem in continuare notiuni gi proprietati privind functiile complexe de
o variabila reald care sunt necesare in continuare. Se introduc apoi definitiile
unor drumuri parametrizate de diverse tipuri.

Definitii 1. Fie y =z + iy : [a,b] — C cu

v(t)=x(t) +iy(t),vt € [a,b] CR
o functie complexd de o variabild reald definitd pe un interval real [a, b] (a < b).
Functiile reale componente ale functiei vectoriale reale 7 : [a,b] — R X R,
x:[a,b) = Rgiy:[ab =R,
se numesc respectiv partea reald a lui v gi partea imaginara a lui v gi se noteaza
z=Revysiy=Imr.

(1) Functia v se numeste continua pe [a,b] dacd ambele functii reale z gi y
sunt continue pe [a, b].

(#4) Functia v se numesgte derivabild pe [a,b] dacd ambele functii reale

z=Revysiy=Im~y

sunt derivabile pe [a,b] si in acest caz definim functia derivatd a lui v prin
7' = Ren) +i(m7)": [a,0] - C,

deci (Vt € [a, b)) (t) = 2’ (t) + iy ().

Definitii 2. Fie [a,b] C R (—00 < a <b < +00). Daci v : [a,b] — C este
o functie continud pe [a,b] si ' = im (y) = {v(¢) : t € [a,b]} C C, atunci 7 se
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numeste un drum parametrizat cu multimea suport T, cu intervalul parametrilor
[a,b], cu punctul initial v (a) si cu punctul final +(b). Un drum parametrizat
v : [a,b] — C se numegte:

(1) #nchis, dacd v (a) = v (b);

(7i) simplu, dacd v este o functie injectivd sau v (a) = «y (b) si restrictia lui
~ la intervalul deschis (a,b), v : (a,b) — C, este o functie injectiva,

(iii) neted daci functia v este de clasd C'[a,b] (v este derivabild si cu
derivata 4" continud pe [a, b]) astfel incat v’ (¢) # 0, Vt € [a, b];

(iv) meted pe portiuni, dacd existd o diviziune a intervalului [a, b],

a=x9 <21 <..<xy=">,
astfel incat pentru orice i € {0, 1,...,n — 1}, functia 7 este de clasa C! [z, 2;41]
satisfdcand conditia v (t) # 0, V¢ € [x;, Ti41];

(v) aproape neted daci functia v este de clasi C! (a,b) (v este derivabild
gl cu derivata 4" continud pe intervalul deschis (a,b)) astfel incat v’ (t) # 0,
Yt € (a,b);

(vi) aproape neted pe portiuni, dacd existd o diviziune a intervalului [a, b],
a=1z9<x1 <..<ax, =D, astfel incat pentru orice ¢ € {0,1,...,n — 1}, functia
7 este de clasi C! (z;,2;41) satisficand conditia v/ () # 0, Vt € (z;, 2441).

Consecinte 3. Fie v : [a,b] — C un drum parametrizat avand intervalul
parametrilor [a,b] si suportul I' = im ().

Sunt indeplinite conditiile urméatoare:

(1) T C C este o multime compactd in C, deci I" este marginitd gi inchisi;

(ii) I' este o multime inchisa in orice disc deschis D, (a) (a € C si r € RY)
cu proprietatea I' C D, (a);

(147) existd timax € [a,b] cu proprietatea ci

|7 (tmax)| = max {[y (¢)| : t € [a,b]}, deci
(2 € a8 1y (8)] < | (t)|-

Definitii 4. Fie 7 : [a,b] — C un drum parametrizat. Drumul opus lui 7 este
un drum parametrizat care este definit prin functia —v : [a,b] — C satisficand
relatia urmatoare:

(¥t € [a,6)) (—7) (1) = (a+b—1).

Observatii 5. Dac8 v : [a,b] — C este un drum parametrizat, atunci:

e 7 (a) este punct initial pentru v si punct final pentru drumul opus —v;
e 7 (b) este punct final pentru 7 gi punct initial pentru drumul opus —~;

e im(—y) = im (v), deci drumul opus —v gi drumul initial v au aceeasi
multime suport.

Comentarii. Orice drum parametrizat v : [a, §] — C poate fi considerat
intuitiv un drum orientat a cdrui multime suport I' = im () este parcursi
din punctul vy (a) € T' in punctul v (5) € T' in sensul corespunzitor cregterii
parametrului ¢ € [, 3] de la valoarea ¢ = « la valoarea t = . Conform celor
mentionate anterior, drumul opus lui v, —v : [@, 8] — C, este intuitiv un drum
orientat avind multimea suport im (—y) = T' = Im () egald cu multimea suport
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a drumului vy, dar care este parcursd din punctul (—v) (@) = v (8) € I in punctul
(=) (B) = v(a) € T atunci cand parametrul ¢ € [«, 8] creste de la valoarea
t = « la valoarea t = 3. Deci, drumurile vy si —v pot fi considerate intuitiv cu
orientdri diferite (Fig. 18).
Definitia 6. Fie v, : [a1,01] — C si v, : [a2, b2] — C drumuri parametrizate
pe intervalele reale [a1,b1] C R si [a2,b2] CR (a1 < by si ag < bs) astfel incat
71 (b1) = 72 (a2).
Definim un drum parametrizat
Y1 U~y i [a,01 + b2 —ag] = C
cu intervalul parametrilor [a1, b1 + by — as] prin urméitoarea relatie, pentru orice
te [al,bl + by — CLQ]:
@) dacd t € [a1,b1]
(11 U2) (1) = { Yo (t+ag —by) dacd t€ [by,by + by — as]
Corespondenta (y;,75) — 71 Uy, definegte o operatie cu drumuri numiti
Juztapunere sau concatenare de drumuri parametrizate.

Definitia 7. Fie n € N cu n > 2. Presupunem c& (v, : [ar, bx] — C),_7
este o familie de drumuri parametrizate respectiv pe intervalele ([ay, bx]) k:;n
care satisface urmatoarea conditie: 7

(Vk =1ln— 1) Vi (0k) = Vg1 (Qnt1)-
Juxtapunerea familiei () k=17 este un drum parametrizat care se noteaza

S

n

U 7, st care este definit prin inductie dupd n € N cu n > 2 prin regulile
k=1

urmatoare:

(7) dacd n = 2, atunci
2
U 7k =7 U2,
k=1
unde v, U7, este functia definitd conform [2.9 Def. 6];

m
(74) dacd pentru m € N cu m < n functia |J 7, este definitd, atunci definim
k=1
o noud functie prin relatia urmatoare:

m—+1 m
U = (U vk) UYmt1s
k=1 k=1
unde membrul drept este definit pe baza [2.9 Def.6].
Exemple 8. a) Fie a,b € C cu a # b. Relatia
v(t)=(1—1t)a+tbVt €[0,1]
definegte un drum parametrizat neted « : [0, 1] — C cu intervalul parametrilor
[0,1] C R pe care-1 numim un segment orientat (in planul complex C, multimea
suport a lui 7 este segmentul orientat I' = im (y) = ﬁ; de extremititi a si b).
b) Un arc de cerc este un drum parametrizat neted v : [p;,¢5] — C cu
intervalul parametrilor [p;, 5] CR (0 < vy — ; < 27), unde v : [¢1, 5] — C
este o functie definitd printr-o relatie de forma urmétoare:
(Vt € [p1, 9a]) 7 (t) = a + 1€,
unde a € C este centrul unui cerc de raza r € R}.
¢) Fie v, : [0,7] = C cu
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gal) g
Un drum simplu / -g
o@)=(-9(b)
Drum opus
o@)=gb)

Juxtapunere de drumuri  Un drum inchis care nu este simplu

Figure 18: Drumuri in C

v, (t) = rett vt € [0, 7]
arcul de cerc cu centrul in origine si de razd r € R’ care uneste punctele
B(r,0),P(0,r) si A(—r,0) corespunzitoare respectiv valorilor ¢ = 0, = 7 si
t = 7. In plus, s& consideriim segmentul orientat de origine —r = A (—r,0) si
de extremitate » = B (r,0) definit de drumul parametrizat v, : [0,1] — C cu
7o (£) = (1 = t) (=r) + tr,Vt € [0,1].
Atunci juxtapunerea v = 7, Uy, reprezintd un drum neted pe portiuni inchis
[v(0)=~(m+1)=r=B(r,0)] (2.9 Fig. 19).

m
Observatii 9. (i) Dacd v = |J v, este o juxtapunere de drumuri netede
k=1
(2.9 Def. 7), atunci 7 este un drum neted pe portiuni.
(#4) Un drum miat linie-arc de cerc este un drum parametrizat 7 astfel incat

m
v= U 7v; (m € N fixat) este o juxtapunere de drumuri parametrizate si
k=1

(a) (Vk =T1,m) v, este fie un segment orientat, fie un arc de cerc.

Orice drum mixt linie-arc de cerc are proprietatea cd este un drum parametrizat
neted pe portiuni. Un contur mizt linie-arc de cerc vy este un drum mixt linie-arc
de cerc inchis si simplu, deci
m
v : [a,b] — C este de forma v = |J =, verificand ()
k=1
gi in plus v (b) = v (a) cu v : (a,b) — C injectiva.

Comentariu. Un contur mixt linie-arc de cerc 7 : [a, b] — C este considerat
intuitiv pozitiv orientat dacd pentru valorile parametrului crescand de la t = a
la t = b, punctele « (t) € T" se deplaseazi pe I' in sens invers miscérii acelor de
ceasornic din v (a) in v (b) = v (a).
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ir P

gi=arc(BPA)

Figure 19: Conturul v; U~y din [2.9 Ex. 8 ¢)]: T' = ABUBPA.

Exemplu 10. Juxtapunerea de functii netede din [2.9 Ex. 8 ¢)] v = v, U7,
reprezinta un drum mixt linie-arc de cerc inchis si simplu, deci v reprezintd un
contur. In plus, conturul respectiv « este pozitiv orientat [2.9 Fig. 19].

Incheiem acest paragraf cu prezentarea unor rezultate de bazi importante
pentru aplicatii privind juxtapunerea de drumuri parametrizate netede si studiul
notiunii de contur in planul complex.

Primul rezultat este teorema de acoperire referitoare la juxtapunerile de
functii netede. Teorema curbei Jordan este o teorema celebrd care exprima
un rezultat intuitiv evident: un drum parametrizat, inchis si simplu imparte
planul in doud componente conexe, dintre care una este marginita si cealalts
este nemdrginitd [Aleksandrov, 1949]. Urmdatoarele rezultate se referd la un caz
particular al teoremei curbei Jordan (cazul contururilor mixte linie-arc de cerc)
si la teorema triangularii contururilor poligonale.

Teorema 11 (Teorema de acoperire). Fie D C C o multime deschisd si
v : [a,b] — D un drum parametrizat definit printr-o juxtapunere de drumuri
netede (vezi 2.9 Obs.9 (i)). Atunci existd un numdr real pozitiv r € R%, o
familie finitd de n + 1 discuri deschise Dg, D1, ..., D,, (n € N) si o diviziune a
intervalului [a,b], @ = tg < t; < ... < t, = b, astfel incat s fie indeplinite
conditiile urméatoare:

1. (Vk’ == 0,777,) Dk = Da (’y (tk));

2. (Vk =0,n— 1) Dy N Diyq 7é @;

3. (Vk = O,n - 1) Y ([tk,tk+1]) g Dk;

4

n
.im(y)C U D CD.
k=0
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Teorema 12. (Teorema curbei Jordan pentru contururi mizte linie-arc de
cerc). Fie v : [a,b] — C un contur mixt linie-arc de cerc ¢i ' = C T
multimea complement a lui I' = im () relativ la planul complex C. Atunci au
loc urmatoarele proprietati:

(1) v este un drum parametrizat inchis gi simplu (curbd Jordan);

(i) existd o pereche (I(7y),0 (7)) de multimi deschise, conexe si disjuncte
astfel incat I =TI (y) U O (v), I () este marginitd si O () este nemirginita.

In conditiile teoremei precedente, multimea I(7) se numeste interiorul si
multimea O () se numesgte exteriorul conturului . O reprezentare geometrici
privind acest fapt este data in fig. 20.

Pe baza rezultatelor prezentate anterior se deduce urméatorul fapt:

Triangularea unui contur poligonal. Fie v : [a,b] — C o functie continud
care reprezintd un contur poligonal cu interiorul I () astfel incat poligonul
suport I' = v ([a,b]) are n varfuri z1, 23, ..., 2,, unde n € N cu n > 3. Atunci
existd n — 3 segmente [z, 2] (4, k € {1,2,...,n}) astfel incat [z;, zx] \ {2}, 2k} C
I(v) si aceste segmente definesc o partitie a lui I () in n — 2 triunghiuri.

Pentru a demonstra acest rezultat, se considera doua cazuri:

Cazul 1. I(7) este o multime convexd; in acest caz familia de segmente
([21, 2k]) y—37,—7 satisface conditiile cerute in enunt;

Cazul 2. I(v) nu este o multime convex&; in acest caz,

(Fk e {1,2,....,n}) 2z, > m;
pentru fixarea ideilor, presupunem cid pentru k = 1 avem 23 > w; fie e > 0
astfel incat D, (z1) NI(y) # 0 si p o razd de origine z; cu p C I(y)); atunci
pNT = {w,}; existd p astfel incat in plus (3k € {1,2,...,n}) 2z = w,; segmentul
[21, zx] se poate utiliza in continuare pentru crearea de noi contururi poligonale
in C cu cel mult n varfuri; aplicind succesiv argumentele precedente se obtine
familia de segmente cu proprietatile din enunt.

3 FUNCTII OLOMORFE

In acest paragraf prezentim rezultate matematice de bazi privind studiul
functiilor olomorfe. Orice functie olomorfd este reprezentatd printr-o pereche
de functii reale diferentiabile. Existd insi o distinctie semnificativd intre cele
doud concepte evidentiatd matematic prin teorema Cauchy-Riemann a carei
prezentare este obiectivul principal al acestui paragraf. Adoptdm ca definitie
a notiunii de functie olomorfda extensia corespunzatoare la planul complex a
definitiei notiunii de functie reald de o variabila reald derivabild. Prezentdm
apoi un set de metode fundamentale de calcul cu functii olomorfe obtinute din
aceastd definitie ca in cazul functiilor reale. Teorema fundamentald Cauchy-
Riemann de caracterizare a acelor perechi de functii reale diferentiabile care
reprezintd cartezian functii olomorfe gi primele consecinte de baza ale acestei
teoreme sunt apoi prezentate.
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v=y1Uy2Uy3Uy4Uy5Uy6Uy7

Figure 20: Teorema curbei Jordan

Figure 21: Triangularea unui contur poligonal
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3.1 Definitii si exemple

Definitii 1. Fie D C C o multime deschisa, z € D si f : D — C o functie.
(7) Functia f se numesgte olomorfd in punctul z dac8 existd un numér complex
notat f'(z) € C astfel incat

f/(z):}llli%f(z""h}i_f(z)

Daca functia f este olomorfd in punctul z atunci vom mai spune si cid f este
C-derivabild in z. Numdrul complex f’(z) satisfdcand conditia precedentd se
numeste derivata functiei f in punctul z.

(#4) O functie f : D — C se numeste olomorfd sau C-derivabild pe D dacd
pentru orice z € D, f este olomorfs in z.

Definitii 2. Definim multimea C (D) a functiilor complexe continue pe D
i multimea O (D) a functiilor olomorfe pe D astfel:
C(D)={f:D — C: f este continud pe D},
O(D)={f:D — C: f este olomorfa pe D}.
Definitii 3. Pentru orice functii f, g € C(D) si pentru orice numér complex
A € C, notdm prin f + g si f - g functiile continue pe D reprezentand respectiv
suma si produsul perechii (f, g), iar prin Af functia continud pe D reprezentand
produsul dintre scalarul A si functia f definite punctual prin relatiile urméatoare,
pentru orice z € D:
(f+9) () =F(2)+9(2); (f-9)(2) = (2) - g(2); M) (2) = A [ (2).
Notatie 4. Pentru orice multime nevida U C C si orice functie o : U — C
notdm Zero (a) = {u € U : a(u) = 0} si numim punctele u € Zero (a) zerouri
ale functiei a in U.

Notatie 5. Fie f,g: D — Csi D[f/g] = D\ Zero(g). Atunci notdm prin
: D[f/g] — C functia complexd definitd punctual prin catul perechii (f,g) in
odul urmator:

(V=€ Df/g)) L (2) = L.

Notatie 6. Fie f : D — E gi g : E — C functii complexe, unde D, E C C
sunt multimi nevide de puncte in planul complex. Notdm prin go f : D — C
functia reprezentand compunerea perechii (g, f) definita astfel:

(Vze D)(go f)(2) =g (f(2))
Notatie 7. Dacd f : D — C este olomorfd pe D atunci existd o functie
notatd f’ : D — C numitd derivata lui f pe D astfel incat pentru orice z € D,
1'(2) este derivata functiei f in punctul z.

£
g
m

Exemplu 8. Fie f : C — C cu f(z) = 2%, Vz € C. Atunci pentru orice
punct z € C:
3 3 2 2 3
Flim CH =2 — Jiy 327 hBhPERY — iy (322 4 328 4 h%) = 322,
h—0 h—0 h—0
deci f € O (D) si derivata f' : C — C este definitd prin relatia
f(z)= (z?’)/ =322 vz e C.
Exemplu 9. Fie f : C — C definitd prin relatia f (z) =%, Vz € C. Atunci
pentru orice h € (C~{0})N(RUI),
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flz+h)—flz) z+h—-2Z 5 1, dacd heR
h ~  hhT | -1, daca heZ’
B —
deci in acest caz (Vz € C) ﬂ}llixrb M, deci f nu este olomorfd in nici

un punct din C. Rezultatul precedent s-a obtinut prin analizarea existentei

flz+h) - f(2)

si h € Z. O conditie necesard ca f sa fie olomorfa in z este urméatoarea:
o fz+h) = f(2) o fz+h) - f(2)
3 lim ———F——t=fL(2)=fr(2)= lm — S~
h—0, heR h fR( ) fI( ) h—0, heT h
Aceastd conditie se utilizeazd pentru a arata cid anumite functii f nu sunt
olomorfe in z, cum este de exemplu cazul considerat anterior sau cazul functiilor

g, h:C—Ccug(z)=Rezsih(z) =Imz,Vz €C.

limitei raportului cand h — 0 doar pentru doud cazuri, h € R

3.2 Functii complexe polinomiale

In acest paragraf prezentim rezultate privind studiul functiilor complexe
definite printr-o pereche de functii polinomiale reale de dou& variabile reale in
conexiune cu notiunea de functie olomorfd introdusa anterior.

Definitia 1. Numim functie polinomiald o functie f : C — C definita
printr-o expresie de forma urméatoare:

(1) f(2) =u(z,y) +iv(z,y),V2z =2 +iy € C =R
unde u,v : R? — R sunt functii polinomiale reale de doud variabile reale.

Introducem urmatoarele notatii:

Definitia 2. O functie polinomiald f = u +iv : C — C, se numeste functie
polinomiald analiticd dacd existd un numdr intreg nenegativ n € NU {0} si un
sir finit de numere complexe a = (ag, ay, ..., a,) € C"™* cu ag # 0 astfel incat
sd fie satisficuta relatia urmatoare:

(4) f(2) = Ppla](2),Vz € C,
unde P, [a] : C — C este functia polinomiald analitici de grad n corespunzitoare
lui a definitd in 2.1 Ex. 6, adica

(5) Pola] (2) = apz™ +a12" ' + ... + a,,Vz2 =z + iy € C.

In continuare presupunem cii f = u+ v : C — C este o functie polinomiali.

Exercitiu 3. Sa se arate cd daci
f)=2> -y’ +2+i(v+1)y,Vz2 =2 +iy € C,
atunci f este o functie polinomiald analiticd de grad 2.
Exercitiu 4. Si se arate ca daca
f(z) = 2?2+ y? — 2ixy,Vz = x + iy € C,
atunci f nu este o functie polinomiala analitica.
Exercitiu 5. Presupunem ci f(z) = 22 +iQ (z,y),Vz = z + iy € C, unde
Q : R? — R este o functie polinomials reald oarecare de doud variabile reale.
Sa se arate cad f nu este o functie polinomiald analitica.
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Exercitiu 6. Presupunem ci f(z) = P (z,y) + 2izy,Vz = z + iy € C, unde
P : R? — R este o functie polinomials reals oarecare de dous variabile reale. Ce
conditii trebuie sa satisfacd P pentru ca f si fie o functie polinomiala analitica.

Prin urmare, se poate pune problema de a determina functiile polinomiale
care sunt si functii polinomiale analitice. R&spunsul la aceastd problema este
dat in propozitia care urmeaza.

Propozitia 7. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(¢) Functia f este o functie polinomiald analiticid (Def. 2).

(#3) Are loc identitatea %gj; = i% (a se vedea notatiile (2) si (3) de mai sus).

Comentarii. Identitatea gTJ; = ig—i din propozitia 7 (i1) este echivalentd cu

: : ou -0v __ ;o (Ou - v o . .. o .
identitatea Gy Tigy =1 ( 5% T 15, ), ceea ce se exprima prin relatiile urmatoare:

ou _ o
©) 5 _ %
oy ox

Relatiile (6) se numesc ecuatiile Cauchy-Riemann. Rezultd cd o functie
polinomiald f = u+iv : C — C este o functie polinomiala analitica daca gi numai
daci perechea (u, v) satisface ecuatiile Cauchy-Riemann (6). Prin urmare, orice
functie polinomiald f care verificd (6) este de forma f = P,[a] : C — C (a
se revedea relatiile (4) si (5)), deci in acest caz functia f este olomorfd pe C,
deoarece orice functie polinomiald analiticd P, [a] : C — C este olomorfd pe C.
Intr-adevir, din 3.1 Def. 1 (4) si 3.2 Def.2 (5), rezulta ci pentru orice z € C,

E;ILii%Pn [a] (z+ h) — P a] ()
(pentru detalii, a se vedea rezolvarea Exercitiului 1 din 3.5), deci functia P, [a]
este olomorfd pe C cu derivata P) [a] : C — C definitd prin relatia urmé#toare,
pentru orice z € C

(7) Pl a] (2) =nagz""t+(n—1)a12" 2+ ... + an_1.

Subparagraful urmétor precizeazd semnificatia ecuatiilor Cauchy-Riemann (6).

=napz" P+ (n—1)a2" 2+ .. +a, 1

3.3 Ecuatiile Cauchy-Riemann

Se pune problema de a analiza proprietatile functiilor reale v = Re f si
v = Im f componente ale unei functii olomorfe f = u +iv € O (D). Rezultatul

urmétor prezintd o conditie necesard pentru ca f € O (D).

Teorema 1. Fie f =u+iv: D — C o functie olomorfa in z =z + iy € D.
Atunci functiile reale v gi v au derivate partiale de ordinul intai in punctul
(z,y) notate % (z,9), %Z (z,y), % (z,y), %Z (z,y) si in plus sunt satisficute

urmatoarele conditii, numite ecuatiile Cauchy-Riemann:

(CR) o (zy) = 5 (zy)
%Z(xvy) = _%(xvy)

Demonstratie. Conform [3.1 Def.1 (¢)] rezultd

iy — e TR = ()
T —

Restrangand limita din membrul drept al relatiei anterioare respectiv la h € R
si h € Z deducem urmatoarele relatii:
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f/ (Z) _ h*}[)hcinheR (u(w+h,y]37u(w,y) + iv(w+h,y})lfv($,y)> §i
(@)= lim (Mestioss) | juessiose)
F'(z) h0 cu theT th T th

Obtinem c& existd g—g (z,9), %Z (z,9), % (z,9), g—z (z,y) si au loc relatiile:

f’(z):%%(fﬂ,y)+i%§(w,y), , ,

f/ (Z) = ?37:; (Ji,y) =+ 37; (a:,y) = 37; (177y) 77’8717; (ﬂf,y),
deci egaland partile reale gi partile imaginare ale numérului complex f’ (2) din
reprezentdrile carteziene precedente deducem (CR).

Rezultatul complet de caracterizare a functiilor olomorfe va fi stabilit in
paragraful urméator. Teorema care urmeazs prezinta conditii suficiente pentru
ca f =u+iv:D — C sa fie o functie olomorfa.

Teorema 2. Fie f = u+iw : D — C o functie complexa definitd pe o
multime deschisa D C C astfel incat

(V2= +iy € D) f () = u(,y) +iv (z,y).
Presupunem c& functiile reale u,v : D — R sunt de clasd C' (D), deci exista
derivatele partiale de ordinul intai ale functiilor u i v astfel incat

%, %Z’ g—:, %Z : D — R sunt functii continue pe D.
Daci sunt satisfacute si ecuatiile Cauchy-Riemann (CR) atunci 3f': D — C.

Demonstratie. Fie z = 2 + 4y € D si r € R astfel incat D, (z) C D.
Pentru orice h = hy 4+ ihy € C\ (RUZ) astfel incat |h| < r avem z + h € D si
sunt valabile relatiile urmatoare:

flz+h)—f(z) _ (ulath yha) iv(a-th whe) —(u(ea)+inGa) _

h
hy w(z4ha,y+ho)—u(z,y4+ho) + ho u(z,y+ho)—u(z,y) +
h hl h h2

o ((hy v(zthi,ytho)—v(z,ythe) | ho v(z,y+ha)—v(z,y)
i + b2 :
h hi h ha

Utilizand teoremele de medie pentru functiile definite prin corespondentele
x = u(x,y+ha), y — u(z,y), x — v(r,y+hs) si y — v(z,y) rezultd ci
existd «, 3,7,0 € (0,1) C R, astfel incat

z+ h) — z Y u - Qv

M =11 (9t (3 4+ ahy,y + he) + 2% (v + Bhi,y + ha)) +

e (9 (2, + yha) + 132 (w,y + h2) ).

Utilizand continuitatea derivatelor partiale si ecuatiile Cauchy-Riemann, din
relatiile anterioare deducem ca

z+h)— f(z
Elllii%w = 35 (x,y) —iGy (z,y) = f' (2).
Rezultatul urmator prezinta proprietati elementare de calcul al derivatelor
unor functii olomorfe construite prin aplicarea operatiilor algebrice cu functii
mentionate in [3.1 Not. 3-6].

Teorema 3. Pentru orice multime deschisd de puncte in planul complex
D C C, sunt indeplinite conditiile urmétoare:
(1) dacd f,g € O(D) si A € C atunci
a’) {f+g7ffgvfg7/\f} c O(D)v
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b) L e O(D[f/q))

si au loc urmatoarele reguli de derivare:

(r1) (f +9)' =f'+49;

(r2) (f*g) =f'-4q;

(r3) (f - g) =f- g+f 9
(rd) (\f) = AT

(5) (£> _ f’~gg—2f~g’;

(#i) dacd f : D — E gi g : E — C sunt functii olomorfe cu f € O (D) si
g € O (E) atunci functia compusi go f : D — C este olomorfd cu go f € O (D
si are loc urmétoarea formuls de derivare:

!
(r6) (Vz€ D) (go f) (2) = [ (2) - ' (f (2))-

Demonstratie. (i) Fie f,g € O(D) i A € C. Presupunem c8 z € D si
h € C~ {0} astfel incat z+ h € D. Atunci au loc relatiile urmétoare:

1) U+9) Z+h) (f+9)(z) _ f(Z+h) flz) 4 9(Z+h});9(z)

(1)

(2) U= g><z+h> (=9 _ f(z+h> f&) _ aleth)=g(z)
(3)

(

3 fg)(2+h}) 9 = g (z) f(Z+h) 1) 4 f (24 h) 9(Z+h})l*g(Z)7

4) QDEHIZONG) _ ) St ey

Membrul drept al relagulor (1)-(4) are limita pentru h — 0, deci membrul
stang al relatiilor (1)-(4) are limitd pentru h — 0, ceea ce implicd proprietatea
a) gi regulile de derivare (r1)-(r4) din (¢). Pentru a demonstra proprietatea b) si
regula (r5) din enunt, fie z € D [f/g] si h € C~\ {0} astfel incat z+h € D [f/g].
Au loc relatiile urmatoare:

(6) 5 =15
(6) (DEHmM—(5)E) _ 1 1 geth)—g(2)
h g(z)  g(z+h) h .

Membrul drept al relatiei (6) are limitd pentru A — 0, deci membrul stang al
relatiei (6) are limitd pentru h — 0, ceea ce implicd proprietatea urméatoare:
(M) L eoD)

si urmatoarea regula de derivare:

/ ’
o7) (1) =-%.
Din (5), (r7) si regula de derivare din enunt (r3) stabilitd anterior rezult b) si
(rb). Deci [1.3 Teor. 3 (4)] are loc.
(1i) Fie fe O(D)sige O(E)cu f: D — Esig: E— C. Presupunem c&
z € D gi h € C~ {0} astfel incat z + h € D. Atunci au loc relatiile urmatoare:
(gof)(z+h)—(g9of)(2) _ g(f(z+h))—g(f(2)) _ f(z+h)—f(2) & g(f(2+h))—g(f(2))
h = h = h T —f(2)
Conform proprietatii de continuitate a functiilor olomorfe pe care o vom stabili
in paragraful urmitor, pentru h — 0 rezultd f (z + h) — f(z). Prin trecere la
limita pentru A — 0 conform proprietatilor limitelor de functii si proprietatii
precedente rezulta ca
. z+h)—f(z z+h z
Eflbli% [f( +}1 f(z) g(f;(;’z; ?‘((5 )
}ll%f(z-'—hiz f(2), %%Q(f;f;fg; j‘((igzn
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f(2) - g (f(2)),
de unde obtinem ca
Ilim (gof)(z+h}2—(gof)(z) _

h—0
T reh) ) g —e(F)] _
Jim D Gt | =

f(z)- g (f (2)),
ceea ce implicd proprietatea go f € O (D) si regula de calcul (r6). Prin urmare,
[1.3 Teor. 3 (i%)] este de asemenea demonstrata.

In continuare introducem notiunea de functie complexi C-diferentiabils f pe
o multime deschisd D C C care este echivalentd cu notiunea de functie olomorfa.
Se stabilesc apoi conditiile necesare si suficiente pentru a avea f € O (D).

3.4 Functii complexe C-diferentiabile

Definitia 1. O functie complexa ¢ : C — C se numeste

a) aditiva, dacd p(z + w) = p(z) + e(w),Vz,w € C,

b) R-omogend, daca p(Az) = A\p(2),VA € R Vz € C,

¢) C-omogend, daci ¢(\z) = Ap(2), (), 2) € C2,

d) R-liniara, dacd este aditiva si R-omogena,

e) C-liniars, daci este aditivd i C-omogena.

Explicitdm acum expresia functiilor K-liniare (K = R sau K = C).

Propozitia 2. Sunt indeplinite conditiile urmatoare, pentru orice functie
complexd ¢ : C — C:

(¢) Functia ¢ este R-liniard daci si numai daci existd o pereche de numere
complexe (a,b) € C x C astfel incat

o(z) = ax +by,Vz =z + iy € C.
(#) Functia ¢ este C-liniard daca gi numai dacd existd A € C astfel incat
o(z) = Az,Vz € C.

(#7i) Dacd ¢ este R-liniard si ¢ verificd (i) pentru (a,b) € C x C atunci
functia ¢ este C-liniara daca si numai dacid a + ib = 0.

Demonstratie. (i) Dacd ¢ este R-liniard atunci ¢ verifici (i) pentru
perechea (a,b) € C x C cu a = ¢(1) si b = ¢(4), deoarece in acest caz avem ci
pentru orice z = x + iy € C,

p(2) =p(@+iy) =¢(@-1+y-i) =z (1) +yp (i) = ax +by.

Invers, dacil ¢ : C — C este definitd prin relatia din (¢) pentru (a,b) € C x C
atunci functia ¢ este R-liniara, deoarece pentru orice A € R, z =z + iy € C si
w=1u-+ i € C avem:

p(z+w) =a(z+u)+b(y+v) = (ax+by) + (au+bv) = ¢ (2) + ¢ (w);
w(Az) =a(Az) +b(N\y) = A(ax + by) = Ap (2).

(73) Dacd ¢ este C-liniard atunci ¢ verifici (it) pentru A = (1), deoarece
pentru orice z € C, ¢ (z) = ¢ (z1) = zp (1) = Az. Invers, dacd ¢ : C — C este
definitd prin (i4) pentru A € C atunci ¢ este C-liniard, deoarece in acest caz,
pentru orice «, 3, z,w € C:

o (az+ pw) = A(az+ fw) = a(Az) + 5 (Aw) = ap (2) + Be (w).
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(i44) Presupunem cd ¢ verificd (i) cu (a,b) € C x C. Daci ¢ este C-liniard
atunci conform (i7) rezultd cd existd A € C astfel incat ¢ verificd in plus relatia
urmatoare, pentru orice z = x + iy € C:

o(z) = Az = Az + (M)y,
deci in (i) avem a = A si b = Ai, ceea ce implicd a +ib = A +i(Ai) = 0. Invers,
sd presupunem ci perechea (a,b) din (7) satisface relatia a 4+ ib = 0. Deducem
b = ai si conform (¢) rezultd c& pentru orice z = z + iy € C:

o(z) = ax + by = ax + (ai)y = a(z + iy) = az,
deci ¢ verificd (i7) pentru A = a € C, ceea ce inseamnd cd ¢ este C-liniar.

Prin intermediul notiunilor de functie R-liniard gi C-liniara introducem in
continuare notiunile fundamentale de functie complexa R-diferentiabila si functie
complexd C-diferentiabila.

Definitii 3. Fie D C C o multime deschisa, f : D — C o functie si zg € D.

(1) Functia f se numeste R-diferentiabild in punctul zy daci existd o functie
R-liniard, dg f(z9) : C — C numitd R-diferentiala lui f in zq, astfel incat:

i W0+ h) = f(z0) — drf(z0)(A)] _ 0.
h—0 ‘h|

(74) Functia f se numegte C-diferentiabild in punctul zp dac8 existd o functie

C-liniard, d¢ f(20) : C — C numitd C-diferentiala lui f in zp, astfel incat:
i Mo+ h) = f(z0) = def(20)(R)] _
h—0 ‘h|

Propozitia 4. Fie D C C o multime deschisd si f = u+iv: D — Co
functie de la D in C. Pentru orice zg = zg+iyp € D, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) Functia f este R-diferentiabild in zg.

(ii) Functia (u,v) : D — R? este R-diferentiabila in zo = (20, yo)-

Daca f este R-diferentiabild in zy atunci R-diferentiala lui f in zy se determin&
cu urmatoarea formuld, pentru orice z = x + iy € C:

drf(20)(2) = ﬁ(515071/0)33 + g(fcmyo)y,

ox Jy
unde of 5 5
u .oV
%(330790) = %(wo,yo) 'H%(a?o,yo) )

%(ﬂcmyo) = %Z(xo,yo) +738*Z($0,y0)~
Demonstratie. (i) < (7). Din [3.2 Prop. 2 (i) si Def. 3 (i)] rezultd c&
proprietatea (7) este echivalentd cu conditia cd existd o matrice reald
ar by } c R2x2
az by
astfel incat pentru a = ay + ia2 € C gi b = by + iby € C sa avem
d]Rf(Zo)(h) = ahy + bho,Vh = hy +ihy € C si
lim ‘f(ZQ + (hl + ’th)) — f(ZQ) — (ah1 + bhg)‘
hi1+ih—0 |h1 + Zh2|
ceea ce este echivalent cu urmitoarea relatie in R?:

:07
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(u,v)(zo + 1, yo + h2) — (u,v) (0, yo)—
T
(| @ b hy
. a9 b2 hg
lim
(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

Rezultd cd intr-adevér echivalenta (i) < (i) are loc. Din relatia precedentd
rezultd cd dacd functia f este R-diferentiabila atunci functia vectoriald reald

(u,v) : D — R? este diferentiabils in punctul zg = (x9,y0) avand diferentiala o
functie R-liniard dg(u,v) : R? — R? care in raport cu baza canonici a lui R?

2 —0.

are matricea { @ b , deci
ag bg
ou ou
a b ] %(xoyyo) Fy(xovyo)
az b - Ov ov

%(mo, Yo) 87/(37073/0)
Deducem ci formula de calcul din enunt pentru dr f(z0)(2) are loc.

Propozitia 5. Fie D C C o multime deschisa si f = u+iv : D — C o functie
de la D in C. Pentru orice 2y € D, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(¢) Functia f este C-diferentiabild in punctul z.
(1) Existd A € C, r € (0,+00) C R gi o functie w,, : B,(0) — C astfel incat
1) f(ZO + h() ): f(ZO) + Ak +w20(h),Vh € BT(O)a
. wa(h
2) fim == =0.
(#4i) Functia f este olomorfs in punctul z.
Demonstratie. (i) = (ii). Presupunem ci (i) are loc. Din [3.2 Prop. 2
(74) si Def. 3 (i7)] rezultd ci existd un numir complex A € C astfel incat
o G0+ h) — f(a) = AR
h—0 ||
Deoarece D este o multime deschisd si zg € D rezultd cd existd r € (0, +o0) C R
cu proprietatea cd B,(z9) € D. Deducem c& pentru orice h € B,(0) avem
2o+ h € D, deci existd o functie w,, : B,(0) — C verificand
wz (k) = f(z0 + h) — f(20) — Ah, Vh € B,(0),
ceea ce implicd relatiile 1) gi 2). Prin urmare (i4) are loc.
(#4) = (#t). Presupunem ci (i3) are loc. Rezultd cd existd A € C astfel incat

f(z0+h) — f(20)

A= lim ,
h—0 h
deci existd derivata lui f in zy data prin
f'(z0) = A.

Rezultd cd (iit) are loc.
(71) = (4). Presupunem (4¢7). Conform relatiei 1) rezultd ca existd o functie
C-liniara d¢ f(zp) : C — C definitd prin conditia
def(z0)(h) = f'(20)h,Vh € C,

care are proprietatea din [1.3 Def. 3 (i¢)], deci (i) are loc.

Consecinta 6. Fie D C C o multime deschisa. Orice functie olomorfa pe
D este o functie continud pe D, deci are loc relatia urméatoare de incluziune:

O (D) C ¢ (D).
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Demonstratie. Fie f € O(D) cu f : D — C si 29 € D. Din faptul
cd f este olomorfd in zp conform [1.3 Prop. 6 (iii) < (it)] rezultd c& existd
r € (0,400) C R i o functie w,, : B,(0) — C astfel incat

V) f(z0 +h) = f(z0) + f (20) b+ ¥4 ¥h € B.(0) ~ {0},
2) lim L‘Jh(h) =0.

h—
Relatia 1”) implica
fz0+h) = f(z0) = [/ (20) h+ h2™) i € B,(0) < {0}.
Prin trecere la limitd in raport cu h, din relatia precedentd utilizand 2) deducem
urmatoarea proprietate:

lim [£(z0 + ) — f(z0)] = lim [£" (z0) b+ 52| =0,

— 11—

deci lim f(z) = f(20), de unde rezulta ca f este continud in punctul zg € D.
z—20

Prin urmare, am obtinut ci (Vzg € D) f este continud in zg, deci f € C (D).

Proprietatile anterioare impreuna cu rezultatele preliminare prezentate in 3.2
implicd urméatorul rezultat fundamental de caracterizare a functiilor olomorfe
pe multimi deschise.

Teorema 7. (Cauchy-Riemann) Fie D C C o multime deschisd in planul
complex si f = u+iv : D — C o functie de la D in C. Pentru orice punct
zo = To + 1Yo € D, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(7) Functia f este olomorfd in z.

(ii) Functia vectoriald reald (u,v) : D — R? este R-diferentiabild in punctul
z0 = (x0,y0) € D astfel incat si fie satisficute ecuatiile urméatoare:

1o}
671;(%"%) = av (z0,%0)
(CR) ou y@

v :
a*y(xovyo) = —%(fﬂoayo)
Relatiile (CR) se numesc ecuatiile Cauchy-Riemann [3.2 Teor.1].

Demonstratie. (i) = (). Presupunem (7). Conform echivalentei din [3.3
Prop. 5 (i) < (44i)] rezultd c4 functia f este C-diferentiabild in punctul zy, deci
existd o functie C-liniard d¢ f(29) : C — C cu proprietatea c

i Mot h) = fz0) = def(20)(B)] _

h—0 ||
Din faptul cd orice functie C-liniard este R-liniard rezultd ca dc¢f(z9) : C — C
este o functie R-liniard, deci conform [1.3 Def. 3 (i)] f este R-diferentiabild
in punctul zg si drf(20) = dcf(20). Conform [1.3 Prop. 4] de aici rezultd c&
functia (u,v) : D — R? este R-diferentiabild in 29 = (wo,9o) si in plus are loc
relatia urméatoare:

drf(20)(2) = ax + by,Vz =z + iy € C,

0 .
unde a = a—i(xo,yo) sib= 7

relatiile care definesc constantele a gi b si faptul cd functia dg f(z0) este in plus
C-liniard utilizand [1.3 Prop. 2 (47)] rezulta cd

(%0, yo) sunt definite prin [1.3 Prop.4 (i¢)]. Din

. 0 .0
a—+1ib= a—‘;(ﬂcmyo) + Zafj;(xoayo) =



%(ﬂ?o,yo) + Z‘gZ(l“o,yo)} +i [(;Z(ﬂ?o,yo) + i%(xo,yo) =0.
Din relatiile precedente rezulta (CR), deci (i) are loc.

(#) = (i). Presupunem acum (¢4). Din echivalenta [1.3 Prop. 4 (i) < (i)
rezultd ca functia f este R-diferentiabild in punctul zg si R-diferentiala lui f in
punctul zg este definitd prin formula urmé&toare:

0 0 .
dr f(20)(2) = a%(xo’yo)l” + 8*5(5607210)3/, Vz=2z+iy € C.

Ecuatiile Cauchy-Riemann (CR) sunt echivalente cu relatia
of Of
CR") - - =0.
( ) 8x(x07y0) +7’ay (x07y0) 0
Prin urmare, conform [1.3 Prop. 2 (4i7)] din formula precedentd pentru calculul
R-diferentialei dr f(20)(z) si (CR*) rezulta ca functia
def(z0) = drf(20) : C—C
este C-liniara si

def(z0)(2) = drf(20)(2) = g—i(xo,yo)z,v,z =z +iyeC.
Deci functia f este C-diferentiabild in punctul zo. Din [1.3 Prop. 5 (i) < (4i7)]
si relatia precedentd deducem c& f este olomorfd in zy si are loc urmétoarea
formulad de derivare a functiei f = w + v in functie de derivatele partiale ale
componentelor v si v:

0 0 .0
(FD) f'(z0) = 92 (w0,0) = o (20, 0) + i 9 (30, ),
deci conditia (¢) are loc.

In continuare prezentim o consecintd a teoremei lui Lagrange din cazul
functiilor reale definite pe un interval compact real [a,b] C R la cazul unor
functii complexe netede 7 : [a,b] — C.

Propozitia 8. Fie v : [a,b] — C o functie netedd pe [a,b] C R, unde
—00 < a < b < +00. Este indeplinitd conditia urmatoare:

(3to € (a,b)) |7 (a) =~ (B)] < [V (to)| (b — a).

Demonstratie. Presupunem ci v = X + Y : [a,b] — C este netedid pe
[a,b]. Daci vy (a) = 7 (b) atunci inegalitatea din enunt are loc pentru orice
to € (a,b). Presupunem c& «y (a) # 7 (b). Definim 9 : [a,b] — R astfel:

6 (t) = (X (b) = X (a)) X (£) + (Y (b) =Y (a)) Y (£),Vt € [a, b].
Functia ¢ este o functie reald derivabild pe [a, b]. Conform teoremei lui Lagrange
rezultd cd (Jtg € (a,b)) 6 (b) — & (a) = ' (to) (b — a) ceea ce implicd

(X (b) = X (@))* + (Y (b) — Y (a))”

= [(X(b) = X (a)) X" (to) + (Y (b) =Y (a)) Y (to)] (b — a).

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz aplicatd membrului drept al identitatii

precedente deducem inegalitatea urmaétoare:
2 2
(X (b) = X (a))” + (Y (b) = Y (a))

< V(X (0) = X (@) + (Y (5) = ¥ (a)*/ (X7 (£0))® + (¥ ())* (b — ),
|

ceea ce implicd |y (a) — v (0)* < |y (@) =7 (B)| | (to)| (b — a), dar v (a) # 7 (b),
deci proprietatea din enunt este complet verificata.
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In propozitia urmstoare se prezintd o inegalitate importantd satisficutd de
functiile olomorfe definite pe multimi deschise arbitrare numita inegalitatea lui
Lagrange pentru functii olomorfe.

Propozitia 9. Fie f € O (D) si 21,22 € C cu 21 # 23 doud puncte in planul
complex cu proprietatea cd segmentul orientat de origine z; si de extremitate
zo este continut in D, deci

[21,22] = {(1 = AN 21 + A2 : A€ [0,1] CR} C D.

Atunci este indeplinitd conditia urméatoare:

(FAo € (0, 1)) [f (22) = f (z1)| < [/ (1 = Ao) 21 + Aoz2)| |22 — 2]

Demonstratie. Fie f, 2z, zo cu proprietitile din enunt. Definim o functie
v :[0,1] — C astfel: v (A) = f((1 =Xz +A22),VA € [0,1]. Rezultd ci
v este un drum neted cu multimea parametrilor [0,1] € R. Conform [3.3
Prop. 8] rezultd ci existd A\g € (0,1) astfel incat |y (1) —~(0)] < |7 (Xo)l,
dar v (0) = f(21),7(1) = f(22) si 7 (Ao) = [ ((1 = Ao) 21 + Ao22) (22 — 21),
deci inegalitatea din enunt are loc.

Din propozitia precedentd rezultd urméatoarea teoremd in care se prezinta o
caracterizare a functiilor olomorfe definite pe un domeniu D in planul complex
avand derivata identic nuld pe D.

Teorema 10. Fie D C C un domeniu, deci D este o multime deschisa si
conexd in planul complex. Pentru orice functie olomorfd f € O (D), urmitoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) (Vz € D) [’ (2) = 0;

(6) (3c e C)(Vze€ D) f(z) =c.

Demonstratie. (ii) = () Presupunem (4¢). Rezultd cd

(V2 € D)3f' () = lim, Hath)—f(z) — lim €7¢ = 0, deci (i) are loc.

(i) = (it) Presupunem (7). Fie zp € D un punct fixat in domeniul D.

Definim submultimea urmé&toare a lui D:
S={zeD:f(2)=f(20)}
Ardtam ca S satisface conditiile urméatoare:

cl) S este o multime inchisd in C;

¢2) S este o multime deschisd in C.

Verificare cl). Fie (zy),cy un sir convergent de elemente din S cu z, — a.
Din ipoteza c& f € O (D) rezultd c& f este continud pe D, deci f (z,) — f (a),
dar (Vn € N) z,, € S, deci conform definitiei lui S rezultd

(Vn €N) f (2n) = f (20),
ceea ce implicd f (a) = f(20), deci a € S. Prin urmare, orice sir convergent de
elemente din S are limita in .S, deci adh (S) = S, de unde deducem c1).

Verificare ¢2). Fie ug € S C D. Din faptul ¢ D este o multime deschisi in
C rezultd ca existd r € R astfel incat D, (ug) € D. Pentru orice u € D, (ug),
avem [ug, u] C D, (ug), deci [ug, u] C D. Conform [3.3 Prop. 9] rezulti ci existd
Ao € (0,1) astfel incat

|f (u) = f (wo)| < [f" (1 = Ao) uo + Aow)] [u — uol,
de unde conform ipotezei (i) rezultd |f (u) — f (uo)| = 0, ceea ce implicd
f () = f(uo) = f(20), deci u € S. Astfel am obtinut ci
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(Vug € S) (3r € R%) Dy (uo) C S,
de unde rezultd c2).

Din conditiile ¢1) i ¢2) impreund cu relatiile

SUDNS)=DsgiSN(DNS) =10,
utilizand proprietétile S # 0 (29 € S) si D conexa rezultd in mod necesar S = D.
Din definitia lui S rezultd (i7) pentru ¢ = f (2o).

Definitia 11. Fie P : D — R cu D C R? deschisd. Spunem ci P este o
functie armonica pe D daci P are derivate partiale de ordinul al doilea continue
pe D astfel incat g;]; (z,y) + %ZI; (z,y) =0,V (z,y) € D.

Teorema 12. Daci f = u+iv : D — C este o functie olomorfa pe multimea
deschisa D atunci functiile reale u = Ref : D - Rgiv=Imf: D — R sunt
functii armonice pe D, deci au loc relatiile:

08 (2,9) + 58 (2,9) = 08l 5% (2,9) + 5.5 (z,9) = 0,¥ (z,y) € D.

Comentarii. Teorema 12 afirmi cd partea reald u si partea imaginara v ale
unei functii olomorfe f = u +iv € O (D) au proprietatea u,v € C%(D). Din
studiul functiilor olomorfe rezultd ca functiile reale respective au proprietatea
u,v € C (D), adici au derivate partiale de orice ordin continue pe D. In
conexiune cu functiile armonice, are loc urméatoarea reciproca a teoremei 12:
dacd u : D — R este o functie armonicd pe D, atunci existd functii olomorfe
f € O(D) astfel incat u = Re f. De asemenea, dacd v : D — R este o functie
armonicd pe D, atunci existd functii olomorfe g € O (D) astfel incat v = Img.
Constructia functiilor olomorfe f € O (D), respectiv g € O (D) mentionate
anterior, se bazeazd pe aplicarea ecuatiilor Cauchy-Riemann (CR).

3.5 Functii elementare olomorfe si reguli de derivare

In continuare prezentam un set de exercitii prin care sunt furnizate diverse
exemple de functii elementare olomorfe impreund cu proprietiti esentiale ale
acestora si reguli de derivare obtinute din rezultatele precedente.

Exercitiu 1. Si se demonstreze cd urmatoarele functii f : C — C sunt
olomorfe pe C gi s se determine derivatele lor:

(i) f = Py [a], ¥n € N i Va = (ag, a1, ...,a,) € C* (functia polinomiala
analiticd de grad n), adici

(V2 €C) f(z) = P,la] (2) = apz™ +a12" 1t + ... + an;

(7i) f(z) = €*, ¥z € C (functia exponentiald complexd);

(7i) a) f(2) =sinz, Vz € C (functia sinus complex);

b) f(z) =cosz, ¥z € C (functia cosinus complex).

(iv) a) f (z) =sinhz, ¥z € C (functia sinus hiperbolic complex);

b) f(z) = coshz, Vz € C (functia cosinus hiperbolic complex).

Rezolvare. (i) Utilizand definitia notiunii de functie olomorfd rezultd ca

pentru orice m € N gi z € C au loc relatiile urmatoare:

limM;:_zm = lim (mz™"' + hT (2,h)) = mz""!,
h—0 h—0
deci functia putere p,,(z) = 2™,z € C este olomorfi gi
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P (2) = (™) =mzm"1 vz € C.

Functia constantd egald cu 1,k; : C — C cu k1 (2) = 1,Vz € C este olomorfa
cu derivata nuld pe C,k} (z) = 0,Vz € C. Din definitia functiei polinomiale
complexe P, [a] rezulta:

P, [a] (z) = aopn(2) + a1pn—1(2) + ... + an—1p1 (2) + anky (2),Vz € C.

Conform [3.2 Teor. 3] din relatia precedentd utilizand regulile de derivare ale
functiilor olomorfe p,,pn_1, ..., 01, k1 stabilite anterior, deducem proprietatea
P, [a] € O(C) si faptul ca derivata P/, [a] : C — C este datd prin:

Plla) (z) =aonz""1 4+ a1 (n—1)2" 2+ ...+ ap_1.

(7i) Fie z = z + iy € C. Conform definitiei functiei exponentiale complexe
rezulta:

f(2) = e = "W = %l = e (cosy + isiny) = e* cosy + ie® siny,
deci f =u+iv cuu=Ref gi v=1Im f, astfel incat

u(z,y) = e®cosy si v (z,y) = e*siny.
Avem u,v € C*® (RZ) si in plus sunt satisficute ecuatiile Cauchy-Riemann:

8“ v (z,y) = 6‘1 (e* cosy) = e® cosy = gy (33 y);

2 () = 2 (¢ cosy) = —e7siny = — 22 (z,y).

deci f este olomorfd pe C. Din demonstragla teoremel Cauchy-Riemann rezulta
urmatoarea regula de derivare a unei functii olomorfe f = u + iv:

7'(2) = 3 (,y) = 92 () +122 (,9),
deci in cazul func‘glel exponentiale rezultd

f'(2) = (e*) = e®cosy + ie siny = €.

(7i1) a) Din deﬁniyia functiei sinus complex rezultd

f(z)=sinz =< _e — VzeC.
Din rezultatele precedente (1) si (i7) utilizand proprietdtile functilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c& f este olomorfi gi au loc relatiile urmatoare:

f'(2) = (sinz) = (612—257”)/ _
(@) = ()] = & fie™ — (i) e ) =

eFte™®

= CO0S 2.
b) Din definitia functiei cosinus complex rezulta
f(z)=cosz= %, Vz e C.
Din rezultatele precedente (i) si (%) utilizand proprietétile functilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c& f este olomorfi i au loc relatiile urmatoare:

f'(2) = (cos z) = (%)/ _
% [(eiz), + (efiz)/} = % [ieiz + (—i) e*iz] _
i(emem)

= —sinz.

(iv) 2) Din deﬁnit;ia functiei sinus hiperbolic complex rezultd

f(2) =sinhz = =" Vz € C.
Din rezultatele precedente (¢) ¢i (44) utilizand proprietétile functilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem c& f este olomorfi gi au loc relatiile urméatoare:

f'(2) = (sinhz)’ = (@z—ze’z)/ _
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624_2672 = cosh z.

b) Din definitia functiei cosinus hiperbolic complex rezulta

f(z) =coshz = %, vz € C.
Din rezultatele precedente (i) si (i4) utilizand proprietétile functilor olomorfe
[3.2 Teor. 3] deducem ci f este olomorfa si au loc relatiile urméitoare:

o) = (eomha) = (25 =
L) + )] = et + (~e) =

—z

= sinh z.

—e€
2
Exercigiu 2. Functia exponentiald are urmatoarele proprietati:
) e
1) e*TY = e®e¥ Yz, w € C;
1i1) €* 7pw,Vzw€(C
i) e* #0,Vz € C;
) |e? |—eReZ VZE(C
Rezolvare. Utilizam forma algebrica a functiei exponentiale complexe:
(Vz=a+1iy € C)e* = e” cosy + ie” siny.
(i) Avem € = €% cos0 + ie’sin 0 = 1.
(1) Fie z = x + iy gi w = u+iv. Rezultd cd z+w = (z + u) +i (y + v), deci
et = e cos (y +v) + e sin (y + v),
e*e” = (e* cosy + ie* siny) (e cosv + ie* sinv) =
e* T (cosy cosv — siny sinv) + €T (siny cos v + sinwv cosy) ,
de unde rezultd ci relatia (i7) are loc.
(t3i) Fie z = x + iy sl w = u + tv. Rezultd cd z —w = (z —u) + i (y — v),
deci au loc relatiile urmatoare:
e W =¢e* "cos(y —v) +ie* Usin(y —v),

(i
(
(
(
(v

e _ e”cosytie®siny _ (e cosy+tie” siny)(e” cosv—ie" sinv) _
ew T eYcoswv+tievsinv eu -
e’ “(cosy—l—zsmy)(cosv—isinv):

" " (cosy cosv + siny sinw) + ie*~* (siny cosv — sinwv cosy) ,
de unde rezultd cd identitatea (iii) are loc.

(iv) Dacd z = = + iy atunci e® = e®cosy + ie*siny. Din e* = 0 rezultd
ecosy = 0 si e*siny = 0, deci cosy = 0 = siny, dar sin?y + cos?y = 1,
contradictie. Rezultd cd proprietatea (iv) din enunt are loc.

(v) Dacd z = z + iy atunci e* = e* cosy + ie® siny, deci:

le*| = \/(ei‘C cosy)’ + (e*siny)® =

e®y/cos?y +sin’y = e* = eRez,

Exercitiu 3. Functiile trigonometrice complexe sinus si cosinus satisfac
urmatoarele relatii, pentru orice z,w € C:

(7) sin (z + w) = sin z cos w % sin w cos z;

(i) cos (z & w) = cos z cos w F sin z sin w;

(#4i) sin (iz) = isinh z;

(i) cos (iz) = cosh z.
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Utilizand aceste proprietdti si se determine forma algebricd a functiilor
trigonometrice gi hiperbolice sinus gi cosinus impreuna cu formulele de calcul
ale modulului acestor functii.

Rezolvare. Fie z,w € C. Relatiile (i) — (iv) se obtin prin calcul direct pe
baza definitiilor functiilor implicate utilizand proprietétile functiei exponentiale
din [3.4 Ex. 2]. Pentru ilustrare verificim una din identitatile (i). Au loc
relatiile urmatoare:

sin (z +w) = —81(”“))_2?71(“"“) —

iz jiw _

e"e

20
£2i% 21w _ 1
2ietz etw . .
De asemenea pornind din membrul drept avem:
sin z cosw + sinw cos z = _ , ‘
(Elz_e—1z)(ezw+ef7,w) (euu_e—zw)(ezz_"_efzz)
v 4i . T . 4i
(6212_1) (621/w+1>+(6212+1)(621'14)_1) -
4ietzetw -
Q(ez'izezi“’—l) o207 p2iw _q
4ietzetw -
deci conform relatiilor stabilite anterior obtinem:
sin (z + w) = sin z cos w + sin w cos 2.
In mod similar rezulta celelalte identitati.
Determindm in continuare forma algebrica a functiilor respective si expresia
modulului acestora. Fie z = 2 4 iy. Conform [3.4 Ex. 3 (i) — (iv)] rezulta:
sin z = sin (x + iy) =
sin z cos (iy) + sin (iy) cosx =
sin z cosh y + ¢ sinh y cos x,
deci
|sin z| = v/sin? z cosh? y + sinh? y cos? 2, Vz = . + iy € C;
cosz = cos (x + iy) =
cos x cos (1y) — sinz sin (iy) =
cosz coshy — isin z sinh y,
deci
|cos z| = V/cos? z cosh? y + sin? z sinh? y,Vz = 2 + iy € C;

Zieizei’w )

sinh z = €=¢—~ =) -
221 _ e2®(cos(2y)+isin(2y))—1

2e* 2e® (cos y+isiny) -
((62" cos(2y)— 1)+i sin(2y))(cos y—isiny)

2e® -
cos y(ez't cos(2y)— 1)+sin ysin(2y) . cos y sin(2y)—sin y(ezz cos(2y)— 1)
2e” 1 2e® )

deci

. 1 2 2
jsink 2| = 52 1/[a (2,1 + 8 (@),
unde

o (z,y) = cosy (€** cos (2y) — 1) + sinysin (2y)
B (z,y) = cosysin (2y) — siny (e cos (2y) — 1) ;

coshz = &€t~ —
2241 _ e*®(cos(2y)+isin(2y))+1
2e? T 2e® (cos y+isiny) -
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((62’” cos(2y)+l)+i sin(2y))(cos y—isiny) _

2e®
cos y(eTI’ cos(2y)+1)+sin ysin(2y) . cos y sin(2y)—sin y(eh cos(2y)+1)
2e® + (3 Sev s
deci
2
jcosh 2| = 51/ by (@, ) + 5 (z,9)]%,
unde

v (z,y) = cosy (€2 cos (2y) + 1) + sinysin (2y),

6 (z,y) = cosysin (2y) — siny (e2* cos (2y) + 1) .

Exercitiu 4. S3 se demonstreze urmatoarele proprietati:

(1) sinz=0«< 3k € Z) z = km;

(ii) cosz =0 (Fk € Z)z = (2k + 1) T;

(#i1) sinhz =0 & (3k € Z) z = ikm;

(iv)coshz =0« (Fke€Z)z=i(2k+1) 5

Exercitiu 5. Sa se demonstreze cd urmatoarele functii sunt olomorfe pe
domeniul lor de definitie si sa se calculeze derivatele lor:

(i) f(z) =tanz = 22 vz € C \ Z (cos), unde

Z (cos) ={z € C:cosz=0};

(i7) f(2) =cotz = ijj,v,z € C~\ Z (sin), unde

Z (sin) = {z € C:sinz = 0} ;

(#i1) f(2) = tanhz = ;g;};l;,vz € C~\ Z (cosh), unde

Z (cosh) = {z € C: coshz = 0};

(iv) f(2) = cothz = %Nz € C\ Z (sinh), unde

Z (sinh) = {z € C : sinhz = 0} .

Exercitiu 6. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati de periodicitate a
urméatoarelor functii complexe:

(¢) sin z gi cos z sunt functii periodice cu perioada T' = 27;

(i1) e* T2k = ¢* Yk € Z,Vz € C;

(#4i) cosh (z 4 2mi) = cosh z,Vz € C;

(tw) sinh (z + 273) = sinh 2z, Vz € C.

Exercitiu 7. Sa se calculeze partile reald si imaginara ale urméatoarelor
numere complexe: a) ¥ b) e c) e

Exercitiu 8. Si se rezolve ecuatiile urmatoare:
(i) cosh z = —1 (i4) cos? z = 4 (iii) tan z = 1.

Exercitiu 9. Sa se determine mul{imea zerourilor

Z(f)={z€C: f(z) =0}

unde f (z) este definit respectiv prin:

(i) (2* — 1) sin (72) (i) cosh® z (iii) 1+ e*

(iv) sin® (1) cuz #£0 (v) 1 — e’ (vi) 14 e

Exercitiu 10. S& se determine urmatoarele multimi de numere complexe:

(i) Arg(—1) (i) Arg(1 — i) (iii) Arg(e~ ")

(iv) (V2)" (v) 3V2 (vi) i (vii) €.

Exercitiu 11. Fie z,w € C. Si se demonstreze urméatoarele proprietati:
1

(1) sihw =z & w € —iln ([zz—l— (1- 22)2D ;
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(ii) cosw =z & w € —z’Ln([z—H(l—zQ)%D;

_ i itz
(iii) tanw = z & w € 5Ln (ifz).
Proprietatile precedente furnizeaza expresia functiilor trigonometrice inverse

arcsin, arccos si arctan.

Exercitiu 12. Fie z,w € C. 5S4 se demonstreze urméatoarele proprietati:
1
(1) sinhw =z & w € Ln ({z—&— (z2-|—1)2D :
i
(#i) coshw =z < w € Ln (|:2+ (22 - l)zD :

(i) tanhw = z < w € 1Ln <1+Z

11—z )"
Proprietétile precedente furnizeazd expresia functiilor hiperbolice inverse
Arcsinh, Arccosh si Arctanh.

4 INTEGRAREA FUNCTIILOR COMPLEXE

In acest paragraf se introduce notiunea de functie complexa integrabild pe
un drum. Se prezintd teorema lui Cauchy si teorema integrald a lui Cauchy
privind integrala pe drumuri in planul complex.

4.1 Integrala pe drumuri

Definitia 1. Fie D C C, f : D — C o functie complexa si v : [a,b] — C
un drum parametrizat neted pe portiuni cu suportul I' = 7 ([a,b]) C D, deci

parametrizarea 7 este o functie netedd pe portiuni cu 7 : [a,b] — D. Functia
b

f se numeste integrabild pe v daci existd integrala /f (v (£)) 7' (t) dt. In acest
a

caz, notdm integrald precedentd prin / f(2)dz, deci

Y

b
/f(Z)dz=/f(v(t))v’(t)dtGC

Numarul complex / f (2) dz se numegte integrala lui f pe « sau in lungul lui I".

5
b

Comentariu. In definitia precedents, existenta integralei / FOy @) (t)dt

inseamnd c& functia complexd de o variabild reald (f o) -+ : [a,b] — C este
integrabild pe [a, b], adicd ambele functii reale de o variabild reald

A=Re(fov)-7 :[a,b] =Rsi B=Im(foy) -7 :[a,b] = R
sunt integrabile pe [a, b] si in acest caz
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b b b
/f(v(t))y’(t)dt:/A(t)dt+i/B(t)dt

Propozitia 2. Dacd f = u+iv : I' — C este o functie continua atunci
functia f este integrabild pe orice drum neted pe portiuni v : [a,b] — D si are
loc relatia urmaétoare:

L) /f(z)dz:/u(x,y)dx—v(x,y)dy+i/v(m,y)dm+u(m,y)dy.

Demonstratie. Presupunem cé drumul - din enunt este definit prin relatia
urmatoare:

v(t) =z () +iy(t),Vt € [a,b].
Din faptul ca f : ' — C este continua rezultad ca functia

(fovy)-7 :la,b] = C
este integrabild pe [a, b]. Conform 4.1 Def 1 rezulta urmatoarele relatii:
b

/f(Z)dz=/f(v(t ) dt = /f B+ iy (1) (' (1) + iy (£)) dt,

dar 'qunc‘gia de sub semnul integralei precedente verifica
[z (t) +iy (b)) (¢ () + iy’ (1) =
(u(z(t),y ) +iv(z(t),y ) (@ )+ iy
(u(z(t),y )" (t) —v(z(t),y )y () +
i(v(z(t),y @) () +ulz(t),y )y (1),

deci are loc relatia urmatoare:
b

/ f(2)dz = / (e (t) 9 (£) 2 () — v (z (£) .y (6) o/ (£)) di+

®) =

b
i / (0 ( (1) y (D) & (1) +u(z (1), y (1) (1)) dt,

a
de unde rezultd formula din enunt,.

Comentarii. Integralele din membrul drept al formulei (I) din propozitia
precedentd sunt integrale curbilinii reale de speta a doua pe 7 corespunzatoare
formelor diferentiale

u(z,y)de —v(z,y)dy siv(z,y)de+ u(z,y)dy.
Expresiile acestor forme diferentiale se pot obtine prin aplicarea urmatoarelor
reguli de calcul simbolic: dacd z = x + iy € C, atunci definim dz = dx + idy,
f(z)dz = (u(z,y) +iv(z,y)) (dx + idy) si evalu8m membrul drept al relatiei
precedente cu regulile uzuale de calcul simbolic in C. Obtinem urmatoarea
formula de calcul simbolic:

f(2)dz = (u(z,y)dz — v (z,y) dy) + i (v (2,y) dz + u(z,y) dy).
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Exercitiu 3. Fiea € C, r > 0si 7, (a) : [0,27] — C conturul circular de
centru a gi de razd r, cu 7, (a) (t) = a +re't, Vt € [0,27]. S& se demonstreze ci
pentru orice n € Z, are loc relatia urmatoare:

n 0 dacd n# -1
/ (z—a) dz:{ 2mi daci n=-1"
v (a)

Rezolvare. Fie n € Z. Functia de integrat pe conturul respectiv este

f:C.(a) > Cecuf(z)=(2—a)",Vz €im(y, (a)) = C. (a). Rezulta

2

I (a) = / (z—a)"dz = / by, (a) (t) — a]” [y, (a)] (t) dt,

¥ (a) 0

deci

27 o
Iy (a) = / (ret)" riettdt = ir"+1/ei(n+1)tdt.

0 0

27

Dacd n = —1 atunci I, (a) = iro/dt = 2mi. Dacd n # —1 atunci
0

") i(n T i(n rntt
In (a) =r +1i(n{i-1) [e (nt1)2m _ (& ( +1)0] = ey [1 — 1] = O,

deoarece (Vk € Z)e2*™ = 1. Prin urmare, relatia din enunt are loc.
Exercitiu 4. Sa se calculeze / 22dz in urméstoarele cazuri:

a) v:[0,1] — C cu k
yt)=1—t)(=r)+tr=(2t—1)r, Vt € [0,1];
b) v:[0,7] = Ccu
v (t) = re, vt € [0, 7).

Rezolvare. a) In acest caz rezulta
1
2 1 3
/z2dz = / [(2t — 1) r]" 2rdt = [27% (51° — 26% + 1) ], = 2.
% 0
b) In acest caz rezultd
/szz = / (re”)Qm'e”dt =73 [%63”]3 = —%.
0% 0

Definitia 5. Fie f : D — C, v = (7j :aj, bj] — D)j:ﬁ o familie de
drumuri netede pe portiuni in D C C. Functia f se numeste integrabild pe

dacd f este integrabila pe ;, pentru orice j € {1,2,...,n}, deci exista /f (2)dz,

i
pentru orice j € {1,2,...,n}. In acest caz notdm

A{/f(z)dz—jzlv[f(z)dz
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Definitii 6. Fie v : [a,b] — C un drum parametrizat neted pe portiuni cu
multimea suport I'.
(1) Lungimea drumului v este numarul real [ () € Ry definit astfel:

b
L(y) = / ' (1) dt.

(#4) Drumul 7 : [Zij;} — C se obtine din drumul v printr-o reparametrizare
neteda strict crescatoare p : [Zi,g} — [a,b], dac& ¥ = v o p, unde p este o
functie derivabila cu derivata continua pe intervalul [Zi,g} cu proprietatea cé
(Vt € [E,ZD P (t) > 0.

(791) Dacd drumul 7 : [E, 5} — C se obtine din v printr-o reparametrizare

neteda strict crescédtoare p : [5, E] — [a, b], atunci ¥ se numeste un drum orientat
echivalent cu v si notdm acest fapt prin 7 ~ ~.

Comentarii. In conditiile definitiei precedente, dacd 5 ~ v, atunci 7 si 7
au aceeagi multime suport, im (7) = I' = im (), si In raport cu conventia de
orientare in sensul cregterii parametrului, multimea I' este parcursa intuitiv in
acelagi sens din punctul initial 7 (@) = v (a) in punctul final 5 (b) = v (b), relativ
la fiecare din cele doud drumuri orientate 7 gi . Un exemplu util este urmétorul:
fie ¥ : [0,7] = C cu ¥ (¢) = cosp +ising,Vp € [0,7] si v : [-1,1] — C cu
v(t) = =t +iv1—t3,Vt € [—1,1]; atunci ¥ ~ =, deoarece ¥ = v o p pentru
reparametrizarea p : [0,7] — [=1,1] cu p(p) = —cosp, Vo € [0,7]. Avand
in vedere cele mentionate, dacd 7 ~ ~, atunci drumurile 7 si v se numesc
echivalente cu aceeasi orientare.

Propozitia 7. Fie D C C o multime deschisd si v : [a,b] — D un drum neted
pe portiuni cu multimea suport I'. Presupunem ca f : D — C este integrabild pe
7 ¢i drumul « are lungimea [ (7). Atunci sunt indeplinite conditiile urmétoare:

(1) Dacd 7 : Zi,g — D este un drum in D astfel incat 7 ~ v, atunci f este

o functie integrabild pe 7 gi are loc relatia urmétoare:

[f(z)dz:/f(z)dz.

(#4) Functia f este integrabild pe drumul opus — si are loc identitatea:

/f(z)dz:—/f(z)dz.

(#4i) Este valabild urméitoarea inegalitate:

/f(z)dz < 1(y)max{|f ()] : z € T}.
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4.2 Formula lui Cauchy

Formula lui Cauchy este unul din rezultatele principale ale teoriei functiilor
complexe. Ne referim intai la acest rezultat pentru domenii simplu conexe.
Utilizam in acest sens urmaétorul rezultat privind studiul existentei primitivelor.

Teorema 1. Fie D C C un domeniu simplu conex. Dacd f : D — C este
olomorfad pe D atunci exista o functie F' : D — C olomorfa pe D cu proprietatea
F'(z) = f(2),Vz € D, adicd F' = f.
De asemenea, are loc urméatorul rezultat:

Teorema 2. Fie D C C o multime deschisd si f : D — C. Presupunem c&
sunt indeplinite conditiile urmatoare:

1) v: [a,b] — D este un drum parametrizat neted pe portiuni;

2) F: D — C este o primitivd a lui f, adicd F este olomorfd pe D astfel
incat F' = f.
Atunci f este integrabila pe «y si are loc relatia urmatoare:

/f (2)dz=F (v () — F (v (a)) (formula Leibniz-Newton)

Se obtine urmatorul rezultat ca un corolar al teoremelor precedente.

Teorema 3 (formula lui Cauchy). Dacd D C C este un domeniu simplu
conex, f : D — C este o functie complex si v : [a,b] — D este un drum
parametrizat neted pe portiuni inchis atunci

/f(z)dz:O.

Comentarii. Formula lui Cauchy pentru domenii simplu conexe se poate
generaliza la cazul domeniilor multiplu conexe D reprezentand interiorul unor
multimi compacte bordate multiplu conexe K C C (cf. Fig. 22). Se deduce
urmétoarea formuld de calcul:

(F0) [1d:=3 [ F@de
Y kzl_"/k

unde v si (74) k=17 sunt drumuri parametrizate netede pe portiuni astfel incat
sd fie indeplinite conditiile urmatoare:

1) frontiera lui K notatd fr (K) este orientatd pozitiv in raport cu interiorul
lui K dat prin int (K) = D;

n
2) fr(K)=TU <U Fk) cul'=im(y) si Ty =im (v,),Vk € {1,2,...,n}.
k=1

In membrul drept al egalititii (FC),

—7;, este opusul drumului v, Vk € {1,2,...,n}.

4.3 Formula integrala a lui Cauchy

Formula integrald a lui Cauchy este un alt rezultat esential. Introducem
urmatoarele notiuni suplimentare necesare privind derivatele de ordin superior
ale functiilor complexe.
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Figure 22: Compact K bordat, multiplu conex, cu frontiera pozitiv orientata
relativ la int (K), fr (K) =im (y) U [im (y1) Uim (72) Uim (v3)]

Definitia 1. Fie D C C o multime deschisd, f : D — C o functie si j € N.
(1) Functia f(©) : D — C existd si este definitd prin relatia:
(1) fO (2) = f(2),Vz € D.
(43) Dacd functia fU~1 : D — C existd si fU~1 este C-derivabild pe D,
atunci spunem ci functia f) : D — C existd si este definitd prin relatia:
(2) /9 () = (fU7)"(2), ¥z € D,
unde (f(j_l))/ : D — C este derivata functiei fU—1 pe D.
Definitia 2. Fie D C C multime deschisd, f : D — C si n € NU {0}.
(1) Dacd n = 0, atunci functia f este derivabild de ordinul 0 pe D cu derivata
de ordinul 0 pe D notatd f(© : D — C si definité prin relatia f©© = f.
(74) Dacd n > 1, atunci functia f este derivabild de ordinul n pe D dacd
pentru orice j € {1,...,n}, functia fU) : D — C existd (a se vedea 4.3 Def.1) si
in acest caz functia f() se numeste derivata de ordinul j a lui f pe D.

Comentariu. Fien € N. Din 4.3 Def. 1gi Def. 2 rezultd ca dacd f: D — C
este derivabild de ordinul n pe D, atunci f este derivabild de ordin j pe D, pentru
orice j € {0,1,...,n — 1} i familia derivatelor sale (f(j) : D — C)j:ﬁ satisface
relatiile de recurents (2) din 4.3 Def. 1. ’

Teorema 3 (formula integrald o lui Cauchy). Fie f : D — C olomorfi pe
multimea deschisd D ¢i K C D un compact bordat elementar. Atunci:
(1) f este derivabild de ordin m pe D, pentru orice m > 2;
(i7) pentru orice n € NU {0} si z¢ € int (K) C D, are loc formula:
f(n) (20) = 2%'%/ (ijz(oz))’wl dz,
Y
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unde « este un drum parametrizat cu multimea suport I' = fr (K) egald cu
frontiera lui K parcursid in sens pozitiv relativ la int (K).

Comentarii. Notiunea de compact bordat elementar K C D C R? = C a
fost introdusa in cursul de analiza reald pentru evaluarea integralelor curbilinii
de speta a doua in plan cu formula Green-Riemann

/sz+Qdy:// (% (:c,y)*%’;(%y)),
K

3
unde P, Q € CY(D).

Rezultatul anterior este in conexiune cu studiul integralei complexe. Formula
integrala Cauchy permite stabilirea urmatorului rezultat important:

Formula lui Taylor. Fie f € O (D) cu D C C deschisi. Atunci pentru
orice punct zg € D existd r € RY astfel incat D, (29) C D si avem

n!

“+o0
F(z) =3 E000) (o 20)" Yz € D, () = {2 €C: |2 — 2| <r}.
n=0

Rezultatele anterioare se aplica la studiul punctelor singulare izolate ale
functiilor complexe bazat pe serii de puteri intregi numite serii Laurent. Rezultd
teorema lui Cauchy a reziduurilor cu aplicatii la calculul unor integrale reale.

Bibliografie

1. V. Branzéanescu, O. Standsild, Matematici speciale - teorie, exemple,
aplicatii, Ed. All, 1998.

2. P. Flondor, O. Stan#sila, Lectii de analizd matematica, Ed. All, 1996.

3. E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics (9th ed.), John Wiley &
Sons, 2006.

4. M. Moroianu, V. Stanciu, Calcul integral si elemente de analizd complexa,
Ed. Printech, 2003.

5. H. A. Priestley, Introduction to Complex Analysis (second edition),
Oxford University Press, 2003.

6. I. Rizzoli, Introducere in teoria functiilor de o variabild complexd, Ed.
Universitatii Bucuresti, 1999.

7. O. Stanasila, Matematici speciale, ecuatii diferentiale si analizd complexa,
vol. 2, Ed. All, 2001.

82



